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RESUMO

YAM, Erica Pui Lan. Aprecamento da convexidade de ativos indexados ao percentual do
CDI nos modelos de Vasicek e Cox-Ingersoll-Ross. Sio Paulo, 2010. 82 f. Dissertacao
(Mestrado) - Insper Instituto de Ensino e Pesquisa, Sdo Paulo, 2010.

Devido a convexidade intrinseca dos ativos indexados ao percentual do CDI, o resultado es-
perado desses ativos que tenham seu risco de delta neutralizado com contratos de futuros de
DI é diferente de zero. Esse resultado esperado, que chamaremos de prémio de convexidade,
deve ser incorporado ao preco do ativo em questdo no momento de sua negociagdo, embora
o mercado geralmente ignore este efeito. Utilizamos os modelos de taxa de curto prazo Vasi-
cek e Cox-Ingersoll-Ross para a obtencdo de formulas fechadas deste prémio de convexidade.
Sugerimos também as opg¢des do IDI como produto natural a ser utilizado para extrairmos as
estimativas dos parametros requeridos pelas férmulas e também como o instrumento de mer-
cado a ser empregado para fins de hedge da convexidade. Fazemos a andlise de sensibilidade
das férmulas obtidas e simulamos sua utilizacdo em uma carteira onde € feito hedge de delta e
vega, empregando opg¢des do IDI e futuros de DI de mesmo prazo da operagao. Os resultados

dessas simulac¢des com tais formulas sdo parecidos e satisfatorios para o periodo analisado.

Palavras-chave: convexidade; percentual do CDI; taxa de juros; modelo Vasicek; modelo Cox-

Ingersoll-Ross



Abstract

YAM, Erica Pui Lan. Convexity pricing of assets indexed to a percentage of the CDI index
in Vasicek and Cox-Ingersoll-Ross models. Siao Paulo, 2010. 82 p. Dissertation (Mastership)

- Insper Instituto de Ensino e Pesquisa, Sao Paulo, 2010.

Due to the intrinsic convexity of assets indexed to a percentage of the CDI index, the expected
result of these assets that have been delta hedged with DI Future contracts is not zero. The
expected result, which we call convexity premium, should be incorporated into the asset price
when its negotiation, although market practioners usually ignore this effect. We use Vasicek
and Cox-Ingersoll-Ross short rate models to obtain closed form formulae of this convexity
premium. We also suggest the IDI options as the natural product to be used for the estimation
of the parameters employed in the formulae, as well as to hedge the convexity. We make the
sensitivity analysis of these formulae and simulate their application on a delta and vega hedged
portfolio, using IDI options and DI futures with the same maturity of the studied asset. The

results for both formulae produce similar and satisfactory results.

Keywords: convexity; CDI percentage; interest rates; Vasicek model; Cox-Ingersoll-Ross mo-
del
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Capitulo 1

Introducao

O Certificado de Depésito Interfinanceiro (CDI) € o instrumento através do qual as ins-
tituicdes financeiras trocam recursos entre si. O indice de mesmo nome divulgado pela Cetip
¢ a média das taxas negociadas durante o dia para operacdes cujo prazo € um dia tutil. Ope-
racdes indexadas a um percentual do CDI sao amplamente realizadas no Brasil, tais como em
empréstimos, swaps e titulos privados. Provavelmente devido ao histérico de altas taxas de in-
flacdo e instabilidade econdmica, o mercado brasileiro preferiu utilizar como benchmark a taxa
pos-fixada CDI a taxa pré-fixada. Na secdo 1.1 citamos alguns exemplos dessas operacoes.

Uma operacao indexada a um percentual p do CDI de principal unitdrio vale, no venci-

mento em 7,

T
[TI((1 +CDr) /32 —1)p +1], (1.1)
i=0

onde CDI; é a taxa diaria do CDI anualizada na base 252.

No mercado de swaps, os praticantes usualmente aprecam esse ativo (ou passivo), em

um instante t < T, através da formula

t (1/252) _q 1171
(1/252) [((1+DI) )p+1]
g ((1+CDI) Dp+1] (L DI/ ,

(1.2)

onde DI é a taxa pré (DI futuro') de mesmo vencimento da operagio, usada como expec-
tativa do CDI ainda nio realizado. E possivel encontrar essa férmula nos manuais de marcagio
a mercado da Andima e de fundos de investimentos.

No trabalho trataremos os ativos ou passivos indexados ao percentual do CDI no caso
particular de ativos em operagdes de swaps. Faremos 1sso pois esses ativos tipicamente possuem
curva de desconto igual a curva livre de risco, ou seja, a taxa pré. Contudo, € possivel generalizar

os resultados do trabalho para ativos com risco de crédito.

10 contrato de DI futuro é negociado na BM&F e tem valor $100 mil no vencimento, sendo seu preco calculado

por PU = LOOSH, onde du é o niimero de dias tteis até o vencimento.
(14+D1) 352

10
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Pelo fato de serem pés fixadas, essas operagdes muitas vezes sao vistas como isentas
de riscos. Isso s6 € verdade quando o percentual € 100. De fato, quando observamos (1.2),
¢ facil verificar que qualquer outro percentual gera risco pré, ou seja, perdas ou ganhos sdo
consequéncia de movimentos da taxa pré fixada. Quando ndo se deseja esta exposicdo, deve-
se fazer o hedge de delta, que nada mais é do que a estratégia montada com a finalidade de
neutralizar o risco da operagao associado a movimentos do preco do ativo objeto, no caso, da
taxa de juros. E Gbvia portanto a escolha do contrato DI futuro para esse fim. O delta também
pode ser visto como a derivada parcial do preco do ativo em relacdo a taxa de juros.

O numero de contratos do DI futuro necessarios no hedge de delta pode ser obtido

numericamente:
[((1+D1—s)ﬁ—1)p+1]ﬁ’ B [((1+Dl)ﬁlz—1)p+1r7l
AN (14Dl —¢) 52 (14D1) 552
100000[ L u}

(1+DI-€)252  (14DI) 252

onde A é o numero de contratos do DI futuro, N € o principal da operacdo e € € a variagcao
da taxa pré, sendo usualmente utilizado o valor de 1 ponto bdsico (variacdo minima na cotacdo
dos contratos na BM&F).

O que ndo € tao 6bvio € o fato de que esse hedge nao € perfeito devido a diferenca de
convexidade entre os dois ativos. A figura 1.1 ilustra essa situacdo. O grafico foi obtido ao
simularmos o resultado de um ativo indexado a 150% do CDI e também do seu hedge com
contratos de DI futuro, para diferentes movimentos da taxa de juros. Os resultados tanto do
ativo indexado ao CDI quanto do futuro de DI sdo expostos na perspectiva do aplicador, mas na
pratica o que se deve fazer € tomar posi¢Oes contrarias nos dois ativos para neutralizar o risco
de delta (comprar o ativo de CDI e vender o contrato de DI ou vice-versa). O que observamos
no exemplo € que o resultado do hedge é sempre maior do que o do ativo indexado ao CDI. Isso
significa que, neste exemplo, uma carteira composta pelos dois ativos sempre gerard resultados
positivos para o comprador do ativo indexado ao CDI e resultados negativos para o vendedor,
desde que haja algum movimento da taxa pré. No exemplo, a convexidade € positiva, o que
ocorre sempre que p > 1 (a convexidade € negativa quando 0 < p < 1 e a situagdo se inverte).
Esse ganho certo pode ser entendido como um prémio, que deve ter um preco no momento da
negociacao do ativo.

Devido a convexidade, o delta varia conforme a taxa de juros muda. A fim de mantermos
o delta da carteira nulo sao necessdrios rebalanceamentos frequentes. A cada rebalanceamento
¢ computado um ganho ou perda, conforme exposto acima. Portanto, o resultado da carteira de
delta nulo até o final da operagdo pode ser atribuido a convexidade (chamaremos de prémio de

convexidade) e nosso interesse € encontrar uma formula para apreca-lo.
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Aqui cabe uma analogia com as op¢des. Podemos comparar essa convexidade positiva
a uma opg¢ao de compra sem preco de exercicio, onde a perda € limitada a zero. Outra forma
€ observar que os ganhos serdo tdo maiores quanto mais a taxa pré se mover, ou seja, quanto
maior for a volatilidade. Isto significa que a férmula (1.2) deve-se incluir um prémio por esta
opcionalidade.

Neste trabalho propomos uma férmula para aprecar o prémio de convexidade, a partir
dos modelos de Vasicek (1977) e Cox , Ingersoll e Ross (CIR) (1985).

(x 103 RS) Variagdo do prego do hedge com Futuro de DI

------ Variagdo do prego do ativo indexado a 150% CDI

400 -

300 A

200 -

100 -

0

(100) -

(200) -

(300) -

(400) -
5% 6% 7% 8% 9% 10% 11% 12% 13% 14% 15%
(Taxa de juros)

Figura 1.1: Simulagio do resultado de um ativo indexado a 150% do CDI, de principal R$1 milhdo, vencimento
em 8 anos e do seu hedge com contratos de DI futuro (montado no instante ¢t = 0), para diferentes movimentos da
taxa de juros. No instante ¢t = 0, o cendrio da taxa de juros € de 10% a.a. e os resultados sao de posi¢do aplicada.

Devido a similaridade com o ativo indexado ao CDI, achamos que a op¢do do IDI € o
produto mais adequado para a partir dele extrairmos as estimativas dos parametros necessarios
no aprecamento do prémio de convexidade. O IDI (indice de taxa média de depdsitos interfi-
nanceiros de um dia) nada mais é do que a capitalizacdo didria do CDI em forma de indice,
exatamente como o produto em questdo com p = 1. Indo além, uma vez que a convexidade
implica riscos de vega® e gama?, além do delta, propomos a op¢io do IDI como ativo natural
a ser utilizado para o hedge das operagdes indexadas ao percentual do CDI. Atualmente as op-
coes do IDI tem como principal finalidade ser empregado como instrumento de especulacdo das
decisdes do Comité de Politica Monetaria (COPOM).

Realizamos dois testes empiricos: um com hedge de delta apenas e outro com hedge de

delta e hedge de vega da carteira. No primeiro deles estimamos por médxima verossimilhanca e

2vega é a variacdo do valor do ativo derivativo devido a mudangas na volatilidade do ativo objeto
3gama é a variacio do delta em decorréncia de mundancas no preco do ativo objeto
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por um modelo heterocedastico de alisamento exponencial da volatilidade (EWMA) os paradme-
tros necessdrios para a utilizacdo da férmula de aprecamento da convexidade, a partir das taxas
de juros de varios vencimentos. Os precos do modelo ex-ante sdo entdo comparados ao prémio
de convexidade efetivo obtido apds o hedge de delta da carteira. No segundo teste, utilizamos na
férmula de aprecamento a volatilidade implicita da opc¢ao do IDI, que também € utilizado como
instrumento de hedge de vega. Essa simulacdo do hedge de delta e vega, com rebalanceamentos
didrios até o vencimento da operacdo, tem a finalidade de diminuir a exposicao as estimativas
histdricas de volatilidade, utilizando um instrumento de mercado para neutralizar esse risco.

No restante do trabalho assumiremos um mercado incompleto, vidvel e sem fricgdes.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no capitulo seguinte fazemos uma breve
revisdo de alguns conceitos usados no aprecamento por nao arbitragem, com emprego de mar-
tingales, necessdrios para o entendimento dos modelos de taxas de juros. No capitulo 3, de-
monstramos os principais resultados utilizados neste trabalho, a saber: as férmulas de apreca-
mento de titulos zero cupom nos modelos de Vasicek e CIR, apresentadas na primeira parte do
capitulo; e as formulas de aprecamento das op¢des do IDI, com respeito aos mesmos modelos,
resumidos na segunda parte. O capitulo 4 é dedicado a andlise da convexidade das operacdes
indexadas ao percentual do CDI, bem como o desenvolvimento das formulas de aprecamento do
prémio de convexidade. No capitulo 5 expomos o método e os resultados de estimacdo, neces-
sarios para as simulagdes, que sdo apresentadas no capitulo 6. Por fim, o capitulo 7 compreende

as conclusoes do trabalho.

1.1 Operacoes indexadas ao percentual do CDI

Sdo muitos os produtos que podem utilizar a indexa¢do ao CDI, com diferentes partici-
pantes, propositos, métodos de taxacdo, garantias, etc. Citamos como exemplos as transacoes
de financiamento e crédito, os swaps e as operagdes combinadas.

Entre as opera¢des de financiamento e crédito mais comuns citamos as debéntures, em-
préstimos, certificados de depdsito bancério (CDB) e cédulas de crédito bancério (CCB). Além
do percentual do CDI, aceitam outras formas de remuneracdo (condicionadas ao tipo de pro-
duto), tais como indexacdo a diversos indices de inflacdo, taxas pré-fixadas em Reais, taxas
pré-fixadas em moeda estrangeira, taxas pds-fixadas, entre outras.

As debéntures sao titulos mobilidrios representativos de divida que asseguram a seus
detentores direito de crédito sobre a empresa emissora. Apenas as empresas S.A. ndo financeiras
podem emitir debéntures, tendo a instituicdo financeira apenas o papel de intermediar a emissao
dos titulos. J4 no caso dos empréstimos, os credores sdo instituicdes financeiras que repassam

recursos aos seus clientes fisicos ou juridicos. De forma andloga, a CCB € um titulo de crédito
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emitido em favor de uma institui¢ao financeira, porém tem o objetivo de facilitar a pulverizagdo
do risco de crédito através de cessao e securitizagao por ser titulo negocidvel. O CDB € o mais
conhecido titulo de captacdo de recursos pelos bancos. Nas operacdes de crédito, é comum o
percentual ser usado como forma de expressar o spread de crédito das pessoas fisicas e juridicas,
uma vez que o CDI é uma aproximacao da taxa basica de juros da economia.

O swap € um derivativo no qual os participantes trocam fluxos de caixa entre si e €
muito utilizado para fins de hedge. Os tipos mais comuns s3o os swaps de taxas de juros e de
moedas, embora em tese qualquer ativo ou risco poderia ser alvo de troca (commodities, indices,
etc). No swap de taxa de juros mais tradicional, uma das partes € indexada ao percentual do
CDI enquanto que a outra remunera uma taxa pré-fixada. Outro tipo bastante comum € o swap
cambial em que se trocam Reais remunerados pelo CDI por Délares remunerados pelo cupom
cambial, com liquidacdo financeira. A grande vantagem dos swaps € a adequacao sob medida
das necessidades especificas de cada empresa.

O CDI é muito utilizado também em operacgdes “casadas” envolvendo titulos e swaps.
Como mencionado anteriormente, os produtos de crédito podem remunerar o investidor das
mais diversas formas. Um investidor que queira comprar o risco de crédito de uma empresa, mas
que nao deseja incorrer os riscos de mercado da forma de pagamento (taxa pré, inflacdao, moeda,
etc) pode cotar uma operacdo combinada (titulo mais swap) em que a forma de pagamento €
indexada ao percentual do CDI.

Embora ndo seja uma operagdo, vale mencionar a importancia que o percentual do CDI

tem na industria de fundos, funcionando como um dos principais benchmarks de retorno.



Capitulo 2

Teoria de aprecamento por nao arbitragem através de martingale

Os famosos trabalhos de Black e Scholes (1973) e Merton (1973) deram inicio aos mo-
delos de aprecamento baseados na auséncia de arbitragem dos mercados, o que permitiu obter
precos justos independentes das preferéncias dos investidores. Baseados nesta idéia, contri-
bui¢des posteriores de Harrison e Kreps (1979) e Harrison e Pliska (1981), que introduziram
o conceito de martingales a técnica, geraram a teoria de aprecamento por ndo arbitragem (ou
chamados por alguns como Teorema Fundamental de Aprecamento de Ativos).

Na primeira parte deste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais deste teorema
em tempo discreto. Contudo, sua aplicacdo ao mercado de renda fixa se da usualmente em
tempo continuo e é desenvolvida na segunda parte. Utilizamos como referéncias Musiela e
Rutkowski (2005) e Elliott e Kopp (2005).

Assumiremos que o mercado € perfeito, livre de friccdes. Portanto, ndo ha custos de
transacdo ou depdsitos de margem, vendas a descoberto sdo permitidas, recursos para emprés-

timo sdo ilimitados e os ativos sao infinitamente divisiveis.

2.1 Aprecamento por nao arbitragem em tempo discreto

Seja Hr o payoff de um derivativo com vencimento em 7 sobre um ativo de risco S, ou
seja, Hr = f(St). Dada a incerteza de S7, Hr é uma varidvel aleatdria no espacgo de probabili-
dade (Q, F,P). O valor do derivativo hoje Hy pode ser dado pela esperanga Ep(BH7 ), onde [ é
o fator de desconto temporal. Obviamente a esperanga depende da medida de probabilidade P,
que no mundo real reflete as preferéncias por risco individuais dos investidores.

Contudo, se for possivel montar um portfolio auto-financidvel que replica perfeitamente
Hr, entdao ambos o derivativo e seu portfolio replicante devem ter o mesmo prego. A esséncia do
aprecamento por ndo arbitragem reside no fato de que os investidores irdo explorar as diferencas
de precos caso elas ocorram. A evolugdo desta idéia é o teorema fundamental, que garante
que um mercado € livre de arbitragem se, e somente se, o processo de precos descontados €

martingale sob uma medida de probabilidade equivalente. Através deste teorema, averiguar a

15
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auséncia de arbitragem € equivalente a verificar a existéncia da medida martingale equivalente.

2.1.1 Definicoes

Seja T = {0,1,...,T} o conjunto das datas ou instantes possiveis de negociagdo. Fixe
um espaco de probabilidade (Q, F,IP) que representa os possiveis estados da natureza. Defina
por F = (% )er a filtragdo deste espago de probabilidade, que guarda o conjunto de informagdes
disponiveis pelos investidores em ¢ (F; C F e paras <t,Fs C F).

Assuma § = {S; 1€ T,i=0,1,...,d}, de dimenséo d + 1, a evolugdo dos precos dos
ativos, onde S representa o ativo livre de risco enquanto que os outros d ativos sdo de risco.
O processo S é adaptado 2 filtragdo T, ou seja, S! é F-mensurdvel, o que significa que os
investidores conhecem os vetores de pregos (S! : u < t) no instante ¢.

Por S designamos um ativo livre de risco e aqui serd usado como numerario, embora
qualquer ativo nio negativo possa ser utilizado para este fim. Assumiremos que S°(0) = 1. O
é representa a quantidade monetaria que deve ser investida no instante 0
para que se recupere 1 unidade em .

fator de desconto B =

Estratégias auto-financiaveis

Dado o mercado modelado por (Q, F,P,T,F,S), um portfolio de investimento (ou es-
tratégia de negociaco) em ¢ > 1 é dado pela R?*!-varigvel aleatéria 6; = (81)o<i<as cujo valor

7z

€

V()(e) =050,

d . .
Vt(G)ZG,St:ZG;S;,teT, IZI
i=0

Aqui, a- b denota o produto interno usual em R4*! para a,b € R¥*1.

Em ¢, os investidores fazem o rebalanceamento do portfolio e decidem a estratégia 6, 1,
mantida pelo intervalo (z,¢ + 1], baseado nos precos S;. Isso significa dizer que 6,1 é F;-
mensuravel.

A estratégia 0 é auto-financidvel se variagdes de V;(0) advém somente de variagdes dos

investimentos, sem aporte ou retirada de capital. Isso € o mesmo que
6[+1 'St - et ‘S[,t - 1,2,...,T - 1
Seja o processo de ganhos associado a estratégia 6 definido como

Go(0) =0,



17

4
G(6) =Y 6;-AS;. 2.1)
i=1

E facil de ver que 0 € auto-financidvel se, e somente se,
Vi(0) =Vp(8)+G,(0), reT. 2.2)

Mercado viavel

Seja O a classe de todas as estratégias auto-financidveis. A classe de estratégias admis-
siveis ®, compreende as estratégias auto-financidveis em que V;(0) > 0,7 € T.

Uma oportunidade de arbitragem envolve uma estratégia 6 € ®, tal que

O mercado € dito vidvel quando ndo hé oportunidades de arbitragem.

Estratégia replicante

Seja H um contingente a ser recebido em 7', tal que H € uma varidvel aleatdria ndo

negativa Fr-mensurdvel sobre (Q, Fr,P). Uma estratégia admissivel 6 replica H se
Vr(6)=H.
Em um mercado vidvel, o processo de valor de H e da estratégia que o replica sdo iguais.
H, = Vt(e)

Isso se baseia na ideia de que os investidores sdo racionais € que portanto exploram as
oportunidades de arbitragem que eventualmente surjam. Esta técnica permite que se encontre
um preco justo independentemente das preferéncias individuais.

E possivel demonstrar que, em um mercado vidvel, duas estratégias replicantes de H
apresentardo o mesmo processo de valor e portanto o prego por arbitragem € de fato tnico.

O mercado ¢ dito completo quando todos os ativos contingentes sao replicaveis.
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2.1.2 Aprecamento através da medida martingale equivalente
Martingale

Fixe um espaco de probabilidade filtrado (Q, F,P,F,T). O processo M = (M;);ct é
(F,Q)-martingale, Q ~ PP, se

EQ(MHI‘%) = M;.
Ou seja,
EQ(AMHIIZ) =0.

Intuitivamente, para um ativo que siga um processo martingale, sua melhor estimativa
futura € seu valor atual.
Se M = (M;) é martingale e ¢ = (¢;);eT é um processo previsivel, ou seja, ¢;+1 é F;-

mensurdvel, entdo o processo X, dado por

Xo=0
X; = 01AM | + GoAM, + ... + 0, AM;

¢ a transformacao martingale de M por ¢, para o qual temos que

E(AXzH |f7’—z) = E(¢t+1AMt+1|9’-t) = ¢t+1E(AMt+1 ],’E) =0.

Logo, X também € martingale.

Existéncia da medida martingale equivalente e auséncia de arbitragem

Aqui estabelecemos o porqué da utilizagdo de martingales na técnica de aprecamento
por ndo arbitragem, através da seguinte proposi¢io: um mercado finito! é vidvel se, e somente
se, existe uma medida martingale equivalente para S (primeiro teorema fundamental).

Demonstragao:

Assuma que existe uma estratégia 0 tal que

Vo(B)=0¢e
Vr(6) >0q.c.

Suponha agora que S;, processo de pregos descontado pelo ativo livre de risco S,

lem um modelo de mercado finito, todas as quantidades relevantes assumem um nuimero finito de valores, ou

seja, temos um conjunto discreto e finito de instantes de negociagdo T = {0,...,7*}, bem como de espago amostral
Q= {(,01, ...,0),1}.



19

S, ={1,B,S},..., B89}

¢ (IF,Q)-martingale. Entao, pelas férmulas (2.1) e (2.2), a estratégia 6 € ©, terd pro-

cesso de valor descontado por S° dado por

~ d P ! ~
70) =Y (egs@ +y euAsg,). (2.3)
i=1 u=1

Observamos que V;(0) é uma constante Vo(6) mais uma soma de transformagdes de

martingales. Por conseguinte,
Eq(Vi(8)) = Eq(Vo(6)) = Vo(6).

Se por hipétese Vj(0) = 0, entao

ou seja,
Q(Vr(8) >0) =0.

Portanto, a existéncia da medida martingale (Q impede que haja oportunidades de arbi-
tragem, ou seja, procurar a existéncia de medidas sob as quais S é martingale equivale a verificar
se o mercado € vidvel.

A medida martingale é também conhecida por medida risco-neutro. Um investidor que
ndo queira assumir riscos de H deve montar a carteira replicante, obtendo retornos iguais a taxa
livre de risco.

Provar o caminho inverso, ou seja, que em todo mercado viavel é possivel encontrar uma
medida martingale equivalente, utiliza o teorema de separagcdo de hiperplano e ndo demonstra-

remos aqui (ver Elliott e Kopp (2005, p.57)).

Preco por nao arbitragem

Suponha que o mercado € vidvel e que Q é a medida martingale equivalente. O contin-
gente H(®), Fr-mensuravel, representa o payoff de um contrato no vencimento 7' caso ® € Q
ocorra. Queremos encontrar seu prego corrente T(H) em t = 0. Se H é replicédvel, entdo existe
uma estratégia 6 € 0, tal que Vr(0) = H. Logo, o valor da estratégia descontado pelo ativo
livre de risco serd

Vr(8) = PBrH. 2.4)

Por ser uma transformacio de martingales, V(G) ¢ também um martingale. Assim,
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Vi(6) =Eq(Vr(0)|%) = Eq(BrH|%).

Ou seja,

Vi(0) = B, '"Eq(BrH|%). (2.5)
Em particular, o valor presente em ¢ = 0 serd

T(H) =Vo(8) = Eq(BrH| %) = Eq(BrH).

Unicidade da medida martingale equivalente e mercado completo

O segundo teorema fundamental estabelece que um mercado vidvel e finito € completo
se, e somente se, admite uma tnica medida martingale equivalente.

Demonstragao:

Suponha um mercado vidvel e completo e que Q e Q' sdo medidas martingales de S, tal

que Q ~ P~ Q. Se H é replicével por 6 € O, entdo por (2.3) e (2.4) temos que

T
BrH =Vr(0) =Vo(8)+ ) 6;-AS;. (2.6)
t=1

Como o processo descontado de cada ativo S' é martingale tanto em Q como em Q/, a

somatoria de (2.6) tem expectativa nula em ambas as medidas. Portanto,

Eq(BrH) =V (0) = Eq (BrH),

Eq(H) = Eg/(H). 2.7)

A equacdo (2.7) vale para toda varidvel aleatéria #-mensurdvel H, pois o modelo é
completo por hipétese. Logo, concluimos que Q = Q' e que a medida martingale equivalente é
Unica.

Nao faremos a prova do caminho inverso, ou seja, de que em um modelo incompleto

existe mais de uma medida martingale equivalente (ver Elliott e Kopp (2005, p.89)).

2.2 Modelagem em tempo continuo aplicada a renda fixa

O aprecamento em tempo continuo € uma simplificagdo da realidade e utiliza os mesmos
conceitos desenvolvidos anteriormente, porém sua abstracio facilita a obtencdo de resultados

através do calculo estocastico.
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Em tempo continuo, 7 € [0, 7] e novamente assumimos o espaco de probabilidade (Q, F,P)
e a filtragdo F = ( ,’F,),E[QT], continuo a direita. Os precos dos ativos sao descritos pelo processo
estocdstico S : Q x [0,7] — R, de dimensdo d + 1. Isso significa que, ao se fixar ¢, temos uma
varidvel aleatéria S;(.), no espaco mensurdvel (Q, 7). Mas, ao se fixar ®, temos a trajetéria do
preco no tempo dada pela fungido X.(®), representando uma possivel realizagio.

Os modelos em tempo continuo utilizam em geral o0 movimento Browniano para repre-
sentar o processo de precos dos ativos, sendo um dos processos martingales mais conhecidos.
Contudo, os funcionais gerados pelo movimento Browniano t€ém em geral variacao ilimitada e

ndo sdo diferenciaveis.

2.2.1 Processos de Ito
Movimento Browniano

O movimento Browniano padrdo (W;),>o € um processo estocdstico sob um espaco de
probabilidade (Q, F,IP) que possui trajetdrias continuas e incrementos Gaussianos independen-

tes. Ou seja,
1. Wo=0q.c.
2. t — W;(®) é continuo q.c.

3. Paras <t, os incrementos W, — W; sdo variaveis aleatérias de distribui¢ao normal N (0,7 —

s) e independentes de .
Um processo X € dito seguir um movimento Browniano aritmético quando
dX; = pdt + odW;,
onde

dW; = ¢\/dt,
o~ N(0,1).

Neste caso, o processo ndo € mais um passeio aleatério puro, apresentando uma tendén-

cia caracterizada por u. O movimento Browniano geométrico, por sua vez, é¢ da forma
dX[ == l,lX[dt + GX,dVV;.

Os processos acima sdo bastante utilizados em modelagem financeira. Sao casos parti-

culares dos processos de It0, na sua forma diferencial.
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Processos de Ito

Um processo de It6 (X;);>0 tem a forma

t t
X; :X0+/sts+/Hdes, (2.8)
0 0
onde

1. Xp é Fo-mensuravel

2. K e H sdo adaptados a F;
T T

3. [|Kslds < oo q.c.e [|H?|ds < o0 q.c
0 0

Se H é um processo simples em [0,7], ou seja, para uma particdo 0 =17) < 1] < ... <

t}’l = T’
n—1
pode-se demonstrar que, se H € previsivel (H; € F;,-mensuravel), entdo
t t
E( ( / Haw,)*) =E( / Hds). 2.9)
0 0
Este resultado € chamado de isometria de Itd. Além disso, temos a propriedade martin-
gale

t S
E(/HdeSWS) :/Huqu, s<t. (2.10)
0 0

As relagdes (2.9) e (2.10) sdo validas para qualquer integrando H mensurdvel satisfa-

zendo os itens 2 € 3 acima.

Formula de Ito

Suponha um processo de 1t6 da forma (2.8) e uma funcdo f com derivada de segunda
ordem continua. Entdo a férmula de It6 estabelece que
! / 1 ! /!
f(Xt) = f(XO) + ff (Xs)dXs + B ff (Xs)d<X>s,
0

0

t
onde (X); = [ H?ds é a variagdo quadritica do componente martingale de X
0

e também
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ftf/(XS)dXs = ff’(Xs)sts+ff’(Xs)Hde.
0 0 0

Para o caso em que F = F(¢,X;), a férmula fica

1 t3%*F

oF
3l

t
—(s,Xs)ds+fa—F(s,Xs)dXs+
0 ax

F(t,X;) = F(0,Xo) + .

(5,X5)d(X)s.

o

2.2.2 Estrutura a termo das taxas de juros

Denominaremos por B(z,T) o preco de um titulo zero cupom no instante r < 7 e com
vencimento em 7'. Estes ativos tém valor fixo no vencimento (convencionaremos B(T,T) = 1)

e seus precos relacionam-se com taxas de juros Y (¢, T) pela férmula

B(t,T)=¢ Y0TT=0 " vt e 0,7 (2.11)

Aqui utilizamos a capitalizagdo continua, por sua adequacdo a modelagem em tempo
continuo, embora na prética sejam utilizadas outras convengdes. A taxa de juros Y (¢,7) pode

ser obtida a partir dos precos de mercado dos titulos zero cupom pela férmula

Y(t,T)=— InB(t,T), Vre|0,T].

T—t

A estrutura a termo das taxas de juros corresponde a esta relagdo univoca entre B(t,T)
e Y(¢,T). Exemplos de ativos no Brasil negociados nestes moldes sio as LTNs? e os contratos

de Futuro de DI .

2.2.3 Taxa de juros de curto prazo

A taxa de juros a vista instantanea (ou de curto prazo) r; corresponde a taxa livre de

Y (1,T)

risco vdlida para o intervalo infinitesimal [¢, +dt]. Note que se =7

¢ finita, entdo podemos

definir
=1limY(¢,T).
T Tl ‘ (7 )

As taxas de juros de curto prazo sdao usualmente modeladas segundo um processo de Itd,

ou seja, sob a medida de probabilidade fisica P

t t
re=ro+ [wdu+ [c,dW,, Vtel0,T],
0 0

?Letras do Tesouro Nacional (LTN) sio titulos pré-fixados de divida piiblica federal, cujo valor de face é de
R$1000 no vencimento
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onde u e G sdo processos estocdsticos adaptados com valores em R e R? respectiva-

mente.
Ou, de outra forma,
dr, :‘thdt'i‘ctdm (212)
Podemos definir um processo B, que capitaliza as taxas r; no tempo, como
dBt = rtBtdt,
By =1,
cuja solugdo é
t
B, = exp(frudu), vVt € [0,7T].
0
B; é chamado de conta ‘“caixa” e como € sempre positivo, serd aqui usado como nume-
rario.

2.2.4 Precos dos titulos zero cuapom em mercados viaveis

Uma familia de titulos zero cupom, cujos vencimentos sdo 7' € [0,7%], serd livre de
arbitragem se existe uma medida de probabilidade Q em (Q, #7+) equivalente a IP tal que, para

qualquer T € [0,T*], o preco relativo do titulo
g(th):B(th)/Bh VI€[07T]

¢ martingale com respeito a medida de probabilidade Q (vide demonstracio na secdo
2.1.2, em tempo discreto).

Logo,
B(t,T) = Eq(B(T,T)| %) = Eqo(B;'| %),
B(t,T) = B{Eq(B;'| %), Vtelo,T].

Ou, de outra forma,

T
— [rydu
t

B(1,T) =Eq (e \z), vr e [0, 7). (2.13)

De forma andloga, por (2.5), o preco em ¢ de qualquer contingente H no contexto de

taxas de juros estocdsticas serd dado por

m(H) = BEg(HB;'| 7). (2.14)
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2.2.5 Medida Martingale Equivalente e Preco de mercado do risco

Assuma que a taxa de juros de curto prazo siga um processo de Itd, da forma
dl’, = ‘U[dt -+ G,dVV[

Nosso objetivo agora é encontrar uma medida martingale equivalente. Para isso, utiliza-

remos o teorema de Girsanov.

Teorema de Girsanov

Segundo o teorema de Girsanov, € possivel transformar um movimento Browniano mais
um processo suave em um movimento Browniano através de uma mudanca de medida de pro-

babilidade.

Seja (Q,F,P) o espaco de probabilidade filtrado e (W;)o<;<7 um movimento Browni-

T
ano. Suponha (A;)o<;<7 um processo mensuravel adaptado tal que [A2ds < o e que o processo
0

t t
n = exp(({?»des — %bfkgds)

seja (F;,P)-martingale.
Defina uma nova medida de probabilidade Q em (Q, Fr), equivalente a P, pela derivada

de Radon-Nikodym

dQ
ﬁ’% =MNr-
Entao, o processo
t
w2 —w,— / Ayds (2.15)
0

¢ um movimento Browniano em (%, Q).

Para garantir que 1 seja martingale, a condi¢do de Novikov diz que € suficiente que

Ep{exp(% fk?ds)} < oo,



26

Preco de mercado do risco

No decorrer deste trabalho, estaremos assumindo que B(¢,T) = F(t,T,r;) para alguma
fungdo suave F. Isto é, toda a estrutura a termo é determinada por um tnico fator {r, }, € [0, T].
Seja B(t,T) uma familia de titulos livre de arbitragem. Entdo, pelo teorema de Girsanov

e férmula de Itd, temos que
(a) Sob a medida martingale Q, r; satisfaz
dr; = (u + oAy )dt + c,dW,Q
O resultado advém da combinagdo de (2.12) e (2.15).
(b) Existe um processo adaptado 6p(t,T ), chamado de volatilidade do titulo, tal que

dB(t,T) = B(t,T)(rdt + op(t, T)dWS2)

(c) o prego do titulo B(¢,T), na medida de probabilidade real PP, satisfaz

dB(t,T) = B(t,T)((r; — heSp(t,T))dt + G5 (t, T)dW;) (2.16)

Observamos por (2.16) que, no mundo fisico, o retorno esperado do titulo é r; —A,6p(t, T).
O excesso de retorno € atribuido ao risco 6, por isso A é chamado de preco de mercado do risco.
A desempenha a funcio de relacionar o mundo neutro ao risco ao mundo real. E importante no-
tar que € necessdrio fornecer o preco de mercado do risco para que o modelo de taxa de juros
seja completamente especificado. Contudo, se estamos interessados em estudar os derivativos

de taxa de juros, podemos ignorar A, pois estard implicito no prego do ativo objeto.



Capitulo 3

Precos de titulos zero cupom e de opcoes do IDI pelos modelos de
Vasicek e CIR

Este capitulo € dedicado a exposi¢do dos modelos de Vasicek e Cox et al., aplicados pri-
meiramente a modelagem da estrutura a termo das taxas de juros (ETTJ) (ou equivalentemente

ao aprecamento dos titulos zero cupom) e também ao aprecamento das opcoes do IDI.

3.1 Estrutura a termo das taxas de juros

3.1.1 Modelos de taxas de juros

O primeiro modelo de aprecamento de opg¢des, proposto por Black e Scholes, utiliza o
movimento browniano geométrico para modelar os precos de agdes. O preco do ativo é dado
por

S 1
Et = Soexp (GW, + (,u— r— Ecz)t),

t

onde S; € o preco da acdo, u—r € o excesso de retorno e ¢ € a volatilidade, sendo
os parametros constantes. Tal modelo ¢ muito utilizado no mercado de acdes e commodities,
mas nio se adequa ao mercado de renda fixa, pelos seguintes motivos: no modelo de Black
e Scholes as taxas de juros sdo deterministicas, mas tal simplificacdo ndo pode ser ignorada
quando o ativo objeto € um ativo de juros; igualmente inadequada € a suposicao de volatilidade
constante, pois os titulos t€ém valor fixo no vencimento e portanto a volatilidade diminui com
o tempo, tendendo a zero; por dltimo, diferentemente dos precos das acdes que podem ser
modelados por uma distribui¢do lognormal, pois a tinica restri¢do sdo precos negativos, para os
ativos de renda fixa isso ndo garante taxas de juros ndo negativas (a condicao necessdria seria
que os precos do titulo no futuro fossem maiores ou iguais ao seu prego corrente).

A solugdo foi o surgimento de uma série de modelos especificos para renda fixa, atra-
vés da modelagem das taxas de juros em lugar dos precos dos ativos. Os primeiros modelos

propuseram processos estocasticos unifatoriais para descrever a taxa de juros de curto prazo.

27
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Os modelos unifatorias, em contraposi¢do aos modelos multifatoriais, apresentam ape-
nas uma fonte de incerteza (movimento Browniano unidimensional). Nos modelos unifatoriais,
mudangas de precos dos ativos sdo perfeitamente correlacionados. Segundo Musiela e Rut-
kowski (2005), sao os métodos mais populares de aprecamento e hedging de derivativos de
taxas de juros.

A tabela 3.1 resume alguns dos principais modelos de taxas de curto prazo unifatoriais.

A equacgdo genérica que descreve esta familia de modelos é
df(r;) = (ar +bif(r))dt + or!dw,,

onde a; e b; sdo parametros de tendéncia, G; e Y sdo parametros de volatilidade e W é

movimento browniano unidimensional.

Tabela 3.1: Principais modelos de taxa de curto prazo.

Modelo Processo de r;

Equilibrio geral

Merton (1973) dr; = adt + odW;

Vasicek (1977) dr; = a(0 —r;)dt + cdW,
Dothan (1978) dr; = aridt + oridW;

Brennan e Schwartz (1980) dr; = a(0 —r;)dt + oridW;
Cox-Ingersoll-Ross (1985) dr; = o0 —r;)dt + ©,/r;dW;
Longstaff (1989) dr; = a(b—c\/17)dt +6\/r;dW;
Vasicek exponencial dinr; = a0 — Inr,)dt + odW,
Nao-arbitragem

Hull-White (Vasicek estendido) (1990) | dr, = o(0; — r;)dt + 6dW,
Hull-White (CIR estendido) (1990) dry =a(8; —r;)dt+0o /1 dW;
Black-Derman-Toy (1990) dinr, = (8, + Zinr,) + c,dW,
Black-Karasinski (1991) dlnr, = (8; — oylnr;)dt + c,dW;

O primeiro deles foi proposto por Merton (1973), porém notamos que as taxas de juros
“explodem” quando a > 0, o que ndo é observavel na pratica. O modelo de Vasicek (1977)
contorna este problema, introduzindo a reversao a média, porém tal qual o modelo de Merton,
ainda permite que as taxas de juros assumam valores negativos com probabilidade positiva. Esta
caracteristica indesejdvel foi tratada por Dothan (1978), através da suposi¢cao de uma distribui-
cdo lognormal de r, e por Cox, Ingersoll e Ross (CIR)(1985), através da inser¢do de uma raiz
quadrada de r no termo da volatilidade. Outros modelos quase sempre sao combinacdes dessas
caracteristicas. A grande vantagem dos modelos de Vasicek e CIR € sua tratabilidade analitica,

ao contrdrio dos modelos lognormais, que ndo permitem a obtencdo de férmulas “fechadas”.
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A critica cléssica a estes modelos diz respeito a sua natureza endogena, ou seja, a estru-
tura a termo das taxas de juros (ETTJ) é saida do modelo. De fato, quando estamos interessados
em aprecar derivativos, tomamos como dada a ETTJ pelo mercado e é desejdvel que o modelo
possa reproduzi-la precisamente. Este problema foi contornado pelo surgimento dos modelos
exdgenos ou também conhecidos como modelos de ndo arbitragem, em que por construcdo o
modelo se adequa a ETTJ observada, ou seja, ela é informacao de entrada do modelo. Neste
caso, os parametros passam a depender do tempo, o que torna possivel o ajuste a uma classe
maior de curvas de juros.

Por fim surgiram os modelos da classe HIM, o qual engloba modelos de taxa de juros
de curto prazo. Sdo mais complexos por serem em geral ndo-markovianos', o que dificulta sua
utilizagdo. Permitem o ajuste a ETTJ inicial, mas requerem uma condi¢do de consisténcia a
uma familia de curvas parametrizadas por um nimero finito de fatores.

A seguir dedicamos especial atenc@o aos modelos de Vasicek e CIR. Utilizaremos uma
medida risco neutro (Q, embora os modelos tenham sido originalmente desenvolvidos sob a
medida de probabilidade real. Isto condiz com o interesse deste trabalho que sdo as opcoes.
Sempre que for necessdrio passar de uma realidade a outra, deve-se utilizar o teorema de Girsa-

nov conforme secao 2.2.5.

3.1.2 Vasicek (1977)

Vasicek prop0s o seguinte processo para a taxa de curto prazo, com respeito a medida
de probabilidade real [P:

dr; = a(b—r,)dt + 6dW;, 3.1)

onde a é velocidade de reversdao a média, b € a média de longo prazo e G € a volatilidade,
todas constantes e estritamente positivas. Este modelo inova ao introduzir a reversdo a média,
do tipo Ornstein-Uhlenbeck. Pela equacgao (3.1), nota-se que caso r; > b, a tendéncia tem sinal
negativo fazendo com que as taxas decaiam. Vale o oposto quando r; < b e a velocidade com
que isso ocorre € determinada pelo pardmetro a. Um dos grandes problemas deste modelo é
o fato de permitir que as taxas assumam valores negativos com probabilidade positiva, embora
a reversdo a média tenha o efeito de diminuir essa probabilidade. A figura 3.1 na pédgina 35
ilustra algumas possiveis realizacdes deste modelo, quando variamos os valores dos parametros
do modelo.

Com vistas a condi¢ao de nao-arbitragem, queremos transformar P em uma medida

'Processo markoviano é aquele em que a fdp dos estados futuros depende apenas do estado presente, e nio dos
estados passados.
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risco-neutro Q. Usando um pre¢o de mercado do risco (A) adequado, por exemplo o mesmo

utilizado por Brigo e Mercurio (2001), da forma

A= M, (3.2)
(&)

podemos através do teorema de Girsanov (2.15) realizar a transformac¢do de medidas.

Ou seja,
dWE = —N\dt + dW,.
Substituindo a dltima férmula em (3.1), obtemos
dry = a(b—r,)dt + o(Mdt +dW2),

que, ao se combinar a defini¢do de A em (3.2), temos que

ab

a—»A

dr; = (a—?u)( —r,)dt—i—GdW,Q.

Renomeando os termos, tal que . =a—A e 6 = ab/(a —\), obtemos o mesmo formato
original em (3.1). De fato, o formato de A foi escolhido com esse intuito, para que obtivéssemos
um processo tratadvel nas duas medidas de probabilidade, embora saibamos que tal especificagdao
ndo necessariamente representa a realidade (vide Duffee (2002)). Assim, sob uma probabilidade

risco-neutro Q,

dr, = o0 — r;)dt + cdW2. (3.3)
A solugdo da equacido diferencial estocdstica acima pode ser obtida usando-se do se-
guinte artificio:

Seja ¥, = r,e™=5) ¢ > 5. Pela férmula de It e (3.3),

dY, = e =) dr, + 0™ r,dt = e =5) (0Bdt — ourydt + 6dW2 + aurydt)
= 19 (a0dt +cdW,2).

Da definicao de Y;, temos que

t t 1
rteoc(t—s) — = deu — faeea(u—s)du+ GfeOC(u—s)quQ’

N

t t
1 = ree” %9 o= [ o@e™U=9) dy 4 ge =) feo‘(”’s)quQ.
)

N
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Ap6s integracdo, obtemos a solucao de (3.3):

t
= ree ) L g(1 — o)) 4 g / =0 g0, (3.4)

Ao tomarmos o limite da esperanca e da variancia condicionais de r quando ¢ tende a
infinito, obtemos uma distribui¢io estaciondria normal, cuja média e variancia sdo respectiva-

mente:

lim Eq (7] 7,) = 6,

(52

}i_}rgloVarQ(r,Ufs) =5a
Vale notar que as taxas de curto prazo de fato convergem para o equilibrio de longo
prazo 0, tendo a o efeito de reduzir a variancia.
Sabemos que a integral de Itd em (3.4) é uma varidvel aleatoria que segue distribuicdo

normal com média zero e variancia

t 62
fcze—m(z—u)du — ﬁ(l _ e—20c(t—s))'

Portanto, a distribuicdo condicional de r; com respeito a ¥, € normal, com esperanca e

variancia condicionais:

Eq(r|Fs) = rse =) 4 0(1 —e =)y Vs <t (3.5)
o2
VarQ(rt\,‘Fs) = ﬁ(l — e*m(tfs)), Vs <t (3.6)

O fato da distribui¢do condicional de r ser Gaussiana torna o modelo de Vasicek extre-
mamente fécil de ser utilizado, permitindo grande tratabilidade analitica.
Preco do titulo zero cupom

O aprecamento do titulo zero cupom no modelo de Vasicek utiliza o seguinte lema:

Lema 3.1.1. Seja & uma varidvel aleatdria cuja distribuicdo é normal N(u, 6°). Entdo a varid-

. 2 A . 2, 2
vel aleatéria { = €5 tem valor esperado "+ /2 e variancia e+ (¢ —1).

Como sabemos que o preco deste titulo, livre de arbitragem, é dado pela esperanca

condicional (2.13) com respeito a medida martingale equivalente Q, ou seja,

T
— [rydu
B(t,T):EQ<eff |T,>, vr € [0, 7],
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T

entdo basta encontrarmos a distribuicdo condicional de § = [ r,du e teremos o preco
t
através do lema 3.1.1.

Segue de (3.5) e (3.6) que §|F; € uma normal, cuja média e varidncia sdo:

Eq(§| %) =0(T —1)+ o' (r, —8)(1 —e @), (3.7)
2
Varg(E|F) = 26 < (4e T _ g=20T—0) L og(T — 1) - 3), (3.8)

A esperanga de & condicionada a 7; é obtida integrando-se a esperanga de r;| %5, ou seja,
T T T

Eq(§|#) = E@(}f r(u)dul Fr) = }fE@(r(u) |F)du= [(re” ) +6(1 —e 4 ))du,

t
cuja solugdo (3.7) € obtida sem maiores dificuldades.
Para determinarmos a variancia condicional de & em relagdo a 7, usamos a propriedade

Var(X) = E(X —E(X))?2. Logo,
T T u
Varg(&|F) = Varg([ r(u)du|F) = EQ[foe“(V*”)dWVQdM%]z =
' TT 0vn
2Eq[([ [ e dudWie)?| ).
tv
Pela isometria de 1to,

T T T T
Varg (| ) = 6*Eg[ [ ([ e du)?dv|F] = &> [ ([ """ du)?dv.
t v

t v
Uma vez feita a integrac@o dupla, chegamos ao resultado (3.8).
Utilizando o lema 3.1.1 e ap6s algumas manipulacdes algébricas, obtemos a formula do

preco do titulo zero cupom, livre de arbitragem:
B(t,T) =m(t,T)e "),

onde
2 2

m(t,T):exp[(G—;—)(( T)— T+t)—j—an(t,T)2],
n(t,T) = é(l—e a(T 1)),

Tomando-se o limite da taxa de juros zero cupom quando 7" tende a infinito, obtemos a

taxa de juros

(52

Yo = lim B(t,T)”" =0 — —,
Tlglo (t ) 202
para a qual a estrutura a termo das taxas de juros converge (vide figura 3.2 na pagina

37).
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3.1.3 Cox-Ingersoll-Ross (1985)

O modelo de Cox, Ingersoll e Ross (CIR) manteve a caracteristica de reversdo a média,
mas introduziu a raiz quadrada da taxa de curto prazo no termo da volatilidade para coibir taxas

negativas. Na medida de probabilidade real P, a taxa de curto prazo segue o processo

dr; = a(b—r)dt + 6+\/rdW,, (3.9)

onde a taxa inicial ry, a velocidade de reversao a média a, a média de longo prazo b e o
parametro de difusdo ¢ sdo constantes positivas. Quando a taxa de juros de curto prazo atinge
zero, 0 mesmo ocorre com a volatilidade, fazendo com que a tendéncia convirja para a0 que é
sempre positivo. Assim, a taxa de juros passa a ser positiva novamente. Para garantir que as
taxas nunca atinjam zero, devemos impor a condicio de que 2ab > G2.

Ao contrario do modelo de Vasicek, em que a volatilidade é deterministica por depender
apenas do parametro de difusdo constante, no modelo CIR a volatilidade do titulo zero cupom
€ estocdstica, pois depende do nivel da taxa de juros. Essa caracteristica condiz com alguns
fatos estilizados do mercado, de que a volatilidade é maior em periodos em que as taxas de
juros sdo mais altas. De fato, o trabalho de Chan et al. (1992) estima o modelo genérico
dry =a(b—r;)dt + or]dW, pelo método dos momentos generalizados (GMM) e conclui que o
fator 'y € diferente de zero.

Para a conversdo para uma medida de probabilidade risco-neutro Q, vamos utilizar um
preco de mercado do risco de forma a obtermos 0 mesmo processo de (3.9). Por isso, utilizamos

um formato de A (por exemplo em Brigo e Mercurio (2001))

A
A = \{f (3.10)

Pelo teorema de Girsanov (2.15), aplicado ao processo (3.9), obtemos a seguinte expres-

sdo com respeito a uma medida Q:
dr, = a(b—r;)dt + 6. /ri(Adt +dW2).

Substituindo (3.10) nesta tltima expressao, obtemos

b
dry = (a—A\) <aaT — rt>dt —}—G\/r_,dW,Q,

que pode ser reescrita nomeando-se o =a —A e 8 = ab/(a —A). Assim, o processo da

taxa de curto prazo em uma medida martingale equivalente (Q é descrito por

dr; = (0 — r,)dt + 6\ /r[dW2, (3.11)
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onde rg, O, 0 e G sdo constantes positivas.
Conforme Cox et al. (1985), o processo de r; condicional a ¥, s < ¢, segue uma dis-
tribuicdo Qui-quadrada x?(2cr;;2q + 2;2u), com 2q + 2 graus de liberdade e pardametro de nio

centralidade 2u. Isto é,

(rel F5) ~ % (2cri;2q +2;2u),

B 20
€= (52(1 _ e—oc(z—s)) ’

u=crge =)

200

A média e a variancia de r; condicional a ¥ sdo

Eq(r|%s) = roe~UI=s) +0(1— e*“(’*s)),

2

Varg (| F5) = ry% (" %1=9) —¢=20(=5)) 4 9T (1 — ¢~ (=9))2,

A figura 3.1 ilustra o processo com reversao a média, tanto no modelo de Vasicek como
CIR. Os modelos diferem quanto a funcdo da volatilidade, por isso os parametros de difusdao
foram escolhidos de tal forma que as volatilidades nos dois modelos sejam equipardveis em
r; = 0, ou seja, Gcrr ~ Ovasicek/ v/6. Mantemos a mesma taxa de juros inicial (12% a.a.), prazo
(5 anos) e média de longo prazo (8% a.a.) nas quatro simulagdes, variando a velocidade de
reversdo a média e volatilidade. Os dois graficos de cima tém volatilidades iguais a 5% a.a.
para Vasicek e 14,4% a.a. para CIR e notamos que a amplitude do distanciamento em relagao
ao equilibrio € maior do que nos dois gréfico de baixo, de volatilidades iguais a 2% a.a. no
Vasicek e 5,77% a.a. no CIR. Observamos também a ocorréncia de taxas de juros negativas no
processo de Vasicek, sendo essa probabilidade maior quando a volatilidade é maior. O mesmo
ja ndo ocorre no CIR. Os grificos da direita tém velocidade de reversdo a média maiores, o
que faz com que as taxas tendam a oscilar ao redor da média de longo prazo, tendo o efeito de

reduzir a variancia incondicional das taxas futuras.



35

20.0%

15.0%
Vasicek

Vasicek

10.0%
—CIR —CIR

5.0%

===-Equil. (6) ===-Equil. (0)

0.0%

or 0O r0

-5.0%

-10.0%
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@@ ro=0,12, T =5, 8 =0,08, a=0,10, () ro=0,12, T =5, 8 =0,08 a=1,0,

OVasicek = 0,05, 6cr = 0,144 OVasicek = 0,05, 6cr = 0,144
16.0% 14.0%
14.0% 12.0%
. ——— Vasicek Vasicek
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—CIR 8.0% —CIR

9
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o ro o ro
2.0% 2.0%
0.0% 0.0%
0 2 #ini6s 4 6 0 2 #iniGs 4 6
) ro=0,12, T=5,6=0,08, aa =0,1, d r=0,12, T =5, 6 =0,08 a=1,0,
Gvasicek = 0,02, 6cir = 0,058 OVasicek = 0,02, ocr = 0,058

Figura 3.1: Exemplos de possiveis trajetorias da taxa de curto prazo nos modelos de Vasicek e CIR

Preco do titulo zero cupom

Vamos utilizar a transformada de Laplace para demonstrar a formula do preco de um
titulo zero cupom. Originalmente Cox, Ingersoll e Ross derivaram o modelo através da ma-
ximizacao da func¢do utilidade, sendo portanto considerado um modelo fundamentalmente de
equilibrio geral.

A transformada de Laplace € usada para resolver equagdes diferenciais em vdrias areas
do conhecimento. Em teoria de probabilidade, pode ser definida como uma esperanca. Seja Y
uma varidvel aleatdria com fun¢do densidade de probabilidade (fdp) f, entdo a transformada de

Laplace de f serd

T
Para um processo CIR, descrito por (3.11), sabe-se que a distribui¢do conjunta de (rr, [ r,du),
t
dado r;, pode ser caracterizado pela transformada de Laplace (vide por exemplo Lamberton e
Lapeyre (1995))

T
L(f(hog) =B [exp(— Arr —pt [ ndulr) | = 70 TI=0l0T ) (3.12)

t
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onde

200 2he(h+oc)(T—l)/2
m(t, T) = In )
o2 (A +h+a)(ehT-1) —1)+2h

(3.13)

M2h+(h— o) (") — 1)) +2p("T0) — 1)
T)= 14
I’l(t; ) (G2k+h+a)(eh(T—t) _ 1)+2h ) (3 )

h=+/02+20%u.

Sabemos que o preco do titulo é dado pela esperanca (2.13). Portanto, estamos apenas
T

interessados em | r,du. Fazendo A = 0 e u = 1 nas férmulas (3.13) e (3.14), obtemos a férmula

t
do preco do titulo.

B(t,T) = "D (3.15)
onde
. 200 Zhe(OH-h)(T—t)/Z
t,T) = ,
m(t,T) o2 2h+(oc+h)(e(T’)h—1)]
(T—t)h _
n(t.T) 2(e 1)

T 20+ (ath)(eT R 1)

h=+vVo?+202.

Tomando-se o limite de Y (¢,7) quando T tende a infinito, obtemos

. 1 200
Yoo = lim B(¢,T)” = —.
T —oo o+Y

A figura 3.2 ilustra alguns formatos da ETTJ gerada pelos modelos de Vasicek e CIR.
Observamos que o parametro o influi na velocidade com que a curva converge para Y... Uma
volatilidade mais baixa significa taxas de juros menores e consequentemente precos de titulos
maiores. Pelos gréficos também fica clara a limitagao dos tipos de curvas que os modelos podem

gerar, bem como a questdo da endogeneidade anteriormente discutida.
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(a) o = 170, OVasicek = 07027 (b) o = 073, OVasicek = 0,02, (C) o = 0;3, OVasicek = 07053
OCIR = 0,058 OCIR = 0,058 OCIR = O, 144

Figura 3.2: Possiveis estruturas a termo das taxas de juros nos modelos de Vasicek e CIR(linha tracejada): 6 =
0,08, 70 =0,06¢ 0,12

3.2 Aprecamento de opcoes do IDI

Existe uma vasta literatura a respeito de derivativos de taxas de juros, dando prioridade

as opcdes de swaps, opgdes de titulos, caps® e floors®

. Devido ao seu formato particular, a
op¢ao do IDI pode ser enquadrada em trabalhos a respeito de op¢des asidticas, um tipo exotico
que depende da trajetdria do ativo objeto. Da mesma forma, o IDI depende da trajetéria das
taxas didrias do CDI, podendo entdo ser denominada uma opg¢ao asidtica (do tipo geométrico).
Existem alguns trabalhos dedicados ao aprecamento das op¢des do IDI. Vieira e Pereira
(2000) foram os primeiros a obter uma férmula fechada, a partir do modelo de Vasicek (1977),
seguidos por Fajardo e Ornelas (2003) utilizando-se o modelo de Cox, Ingersoll € Ross (1985)
e por Junior et al., que usaram o modelo de Hull-White . Barbedo et al. (2009) implementaram

o modelo de Heath, Jarrow e Morton (1992) de trés fatores para as op¢oes de IDI.

3.2.1 Opcao do IDI

O IDI (indice de taxa média de depdsitos interfinanceiros de um dia) atualiza-se con-
forme a férmula
-1
IDI; = 100.000 [T (1+CDIL)V/?2 t=1,2,3...
i=0
onde o CDI; ¢ a taxa diaria do CDI, anualizada na base 252. O contador i assume valor nulo
sempre que o indice é fixado com valor tedrico de 100.000 pela BM&F, o que acontece de
tempos em tempos.
A opcao de IDI negociada na BM&F € européia e tem vencimentos no primeiro dia util

dos trés primeiros meses subsequentes e demais prazos sdo estipulados conforme necessidade

ZNo cap, a empresa contratante da divida paga um prémio para limitar a flutuagdo da taxa de juros a um teto,
ou seja, ela desfruta das quedas de juros mas fica protegida das altas de juros que excederem a taxa maxima fixada

30 floor é o oposto do cap, pois oferece prote¢io contra baixas nas taxas de juros e seu prémio é pago por
investidores que queiram estabelecer um patamar minimo de rentabilidade
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dos participantes do mercado. Na data de vencimento 7', o payoff da op¢do de compra do IDI

sera
Cr = max(0,IDIy — K) = (IDIy — K)*,

onde K € o pre¢o de exercicio. A conversdo para valores monetérios € obtida pela multiplicacao
de C; por um fator que equivale ao valor em Reais de cada ponto, estabelecido pela BM&F.

Atualmente cada ponto equivale a um Real.

3.2.2 Paridade call-put

As formulas que apresentaremos no restante do capitulo referem-se a op¢des de compra

(call). Os precos de opcdes de venda (put) podem ser facilmente obtidos pela paridade call-put:

C,—P =S, —Ke RI-1) (3.16)

onde C; e P; sdo respectivamente os precos da call e da put, S; é o preco do ativo objeto, K
€ o preco de exercicio, T € o vencimento da opcdo e R € a taxa livre de risco vélida para o periodo
[t,T]. A equagdo (3.16) é consequéncia imediata da seguinte rela¢do, védlida no vencimento da

op¢ao para que nao haja arbitragem:
Cr—Pr=r—-K)"—(K-S7)" =81 —-K

Usando-se a notacdo para o nosso caso especifico do IDI, no contexto de taxas de juros

estocésticas, a paridade call-put fica
Cl‘ _Pt — IDIt —KB(t, T),

onde IDI; é o valor do indice em ¢ e B(t,T) é o pre¢o em ¢ do titulo zero cupom de
vencimento em 7.

A seguir, fixaremos um titulo zero cupom B(¢,T) : 0 <t < T, onde T > 0 sera fixo.

3.2.3 Opcao do IDI pelo modelo de Vasicek

A férmula do preco da opgao do IDI pelo modelo de Vasicek foi obtida por Vieira e
Pereira (2000).

A op¢do de compra valerd no vencimento em 7

Cr = (IDIy —K)*.
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Pela férmula (2.14), na auséncia de arbitragem o prego da call em ¢ € [0, T] é dado por

| ft rudu — fTrudu
G = BEg(CrB;'|%) = Eg (eo (IDI; —K)*e 0 |f,), (3.17)
onde (Q é uma medida martingale equivalente.

Mas podemos, em tempo continuo, definir o IDI como sendo

ftr(u)du
IDI, = IDIped . (3.18)

Assim, substituindo (3.18) em (3.17), obtemos a esperanca a ser solucionada

T
— [r(u)du
G =Eg((1pf—Ke ") |7,). (3.19)
Agora considere
T
Y(1,T) = / r(u)du = In(B, 1) (3.20)
t

Uma vez sabida a func@o densidade de probabilidade fy da varidvel aleatéria Y (¢,7T)| F,
que pode ser facilmente obtida para o modelo de Vasicek, a solugdo da esperanga (3.19) € a

integral

[o]

Ci= [ (DL~ Ke™)* fr(y)dy (3.21)

—o00

Recordemos que a dindmica da taxa de curto prazo é dada pela equacao diferencial

estocastica
dry = o0 — r;)dt + cdW2.

Conforme visto anteriormente, Y (¢,7T)| % segue distribuicdo Gaussiana, cuja média e

variancia sdo dadas pelas formulas (3.7) e (3.8) respectivamente.

My = EQ([fr(u)duW,) =0(T —1)+ 0o (r; —0)(1 — e 4T—1))

2

T
67 = Varg( [ r(u)du|F) = 3 (46_“(T_t) — e 20(T~1) +20(T —1) —3)
t

Como Y (¢,T)| % segue uma distribuigio normal N(uy, 63 ), pela definigdo (3.20), B, 1| %
segue uma lognormal (—uy,G%).

Logo, pelo lema 3.1.1, temos que
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2

Eq(B %) =e 7. (3.22)

Sabemos também que o preco do titulo zero cupom de vencimento em 7 é dado por

(2.13), ou seja,

B(t,T) = BEq(B;'| %) = Eq(B, 7| F). (3.23)

Portanto, substituindo (3.23) em (3.22), € possivel obter a esperanca condicional uy em

termos de B(¢,T ), que chamaremos de iy

Hy = 307 — nB(t,T)

S}

Y(1,T)| % ~ N<%G,2, — InB(t, T),c%)

Por fim, ao resolvermos a integral (3.21), ou seja,

)

*\2
C, =Eg|[(IDI, — Ke ™)™ = IDI — Ke )7t ex (_(y_‘uY) >d —
t ol(ID1; )] L( t ) 2moy p 26)2/ y
¥ - (y—uy)?
IDI, — Ke™ ex <__>d
fL Dk ) 2Ty P 207 Y

obtemos a férmula do preco da op¢do de compra do IDI:

C; = IDLN(h) — KB(t,T)N(h — 6%), (3.24)
onde N(.) denota a distribui¢do normal acumulada e

. In(IDL,/(KB(t,T))) + 0% /2
— -

2

02 (4e~MUT—1) — 20T —1) 4 20T —1) —3)
203 '

2 _
Oy =

E interessante notar que, no modelo de Vasicek, a férmula do preco de opgido do IDI
ndo depende do parametro da taxa média de longo prazo. Isso também se observa no modelo de
Hull-White (Vasicek estendido), pois a tnica diferenga no processo de difusio dos dois modelos
¢ justamente o parametro da média. Portanto, embora o modelo de Hull-White seja mais robusto
por ndo apresentar o problema de endogeneidade, para a op¢ao do IDI € indiferente a utilizacao

de um ou outro modelo.
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3.2.4 Opcao do IDI pelo modelo de CIR

Como j4 foi mencionado anteriormente, a op¢ao do IDI é um tipo de asidtica, que ndo é
facilmente aprecada. Para o caso da opcao do IDI, o artigo de Fajardo e Ornelas (2003) propde
uma foérmula fechada a partir da distribui¢do condicional de frudu| ¥:, obtida como sendo uma
soma de distribui¢des qui-quadradas. Conforme Vicente (2066), o desenvolvimento da férmula
utiliza uma hipétese muito forte de independéncia entre as taxas de curto prazo. Por isso, eles
empregam em seu trabalho o método da transformada inversa de Laplace com o propésito de
extrair informagdes de volatilidade de taxas de juros em opg¢des do IDI, adotando o modelo CIR

multifatorial.

Transformada de Laplace

Este método foi empregado por Geman e Yor (1992) para aprecar opg¢des asidticas de
acoes, no contexto de Black e Scholes. Seguindo a mesma linha, Leblanc e Scaillet (1998)
obtiveram pre¢os de algumas opg¢des exoticas de taxas de juros em modelos afins.

Recordemos que, para uma varidvel aleatéria ¥ com fdp f, a transformada de Laplace
de f¢é

Facamos Y =Y (1,T) = fTrudu. Recordemos que o preco da call do IDI é dado pela
esperanga (3.19), cuja solucdo rei:luer a funcdo densidade de probabilidade de Y (7, T)| % . Logo,
pela defini¢do acima, tal fdp pode ser obtida pela transformada inversa de Laplace.

Notemos também que o termo da direita da defini¢do da transformada de Laplace acima

se assemelha a férmula do preco do titulo zero cupom (2.13). Segundo Leblanc e Scaillet
(1998),

T
— [r,du
Eq(e D)%) =Eq(e ' |%) =B(1,T)

onde r/ segue pelo modelo CIR o processo
drl = o0 — rl)dt + &' \/TidW;,

com 8’ = ab e 6’ = \/ac.
Utilizando a férmula (3.15), obtemos o preco de B'(¢,T) e consequentemente a trans-

formada de Laplace a ser invertida. Ou seja,

2 heo+h)(T—1)/2 200/62 z(e(T*t)h —-1)
) p<2h+

L(Y|%)(a)=B'(t,T) = <2h+ (a+h)(eT-0h 1) (o +h) (eT—1h — 1)rt>’
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onde i = /o2 + 2ac2.

Uma vez feita a inversao, € ainda necessdrio integrar numericamente a expressao (3.21),
resultando no preco da op¢do de compra. A inversdo da transformada de Laplace € feita nu-
mericamente e existem alguns algoritmos desenvolvidos com essa finalidade. Testamos com o
método de Hoog et al. (1982), que é conhecido como um dos mais eficientes algoritmos se-
gundo Ahn et al. (2003). Contudo, ndao conseguimos obter resultados consistentes no nosso
estudo. De fato, Bellman et al. (1966) citam que a inversdo da transformada de Laplace é
instavel. Conforme Fu et al. (1999), a inversdo encontra problemas numéricos para baixas

volatilidades e prazos curtos. E possivel testar outros métodos numéricos, tais como Stehfest

(1970) e Abate e Whitt (1995), contudo foge do escopo deste trabalho.

Arvore binomial

Adotamos a solucdo em arvore, que € uma aproximacao numérica da abordagem risco
neutro. Sua maior vantagem € o potencial de aprecar qualquer derivativo, inclusive os mais ex6-
ticos, para os quais € dificil ou impossivel obter uma férmula analitica. A maior desvantagem €
o esforco computacional necessdrio para garantir a convergéncia.

Definiremos inicialmente uma arvore binomial recombinante para um processo de taxas
de juros Gaussiano, que serd utilizado para obten¢do da arvore binomial do modelo CIR pelo
método proposto por Nelson e Ramaswamy (1990).

Suponha que a taxa de juros siga o processo Gaussiano (3.3)
dr; = u(r,t)dt +cdW2.

Na arvore binomial recombinante, para um dado intervalo A¢, a taxa sobe ou desce
Ar = 6v/At, com probabilidade p, e p; = 1 — p, respectivamente. Para garantir que a arvore

obedeca a equacao (3.3), devemos ter
putpa=1
Puldrs 4+ pa(—Ary) = u(r,t)At

A solucdo do sistema de equacdes €

1 Tp(nt)
Pu= 5 + 7 o At (3.25)
1 Tu(ne)
— - MY
PA=5757 6
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A arvore binomial do modelo CIR nfo é recombinante, devido a volatilidade ndo ser
constante. Isto significa que, para uma drvore de n passos, terfamos no final 2" valores de r
ao invés de n+ 1, o que representa um enorme esforco computacional. A solucdo de Nel-
son e Ramaswamy (1990) consiste em construir uma arvore binomial recombinante para uma
transformacdo X; da taxa de juros. Tal transformagdo € um processo gaussiano de volatilidade
constante como o definido acima.

Seja um processo estocastico genérico que engloba o modelo CIR descrito por

dr; = u(r,1)dt +(r,1)dW2. (3.26)
Queremos utilizar a varidvel X; = f(r;,#). Pela formula de It6 (utilizando abuso de

notacao),

X, 1 0%X,
— iy 4 — -t
or; it 2 or?

Substituindo (3.26) em (3.27), temos

(dr)* + X (3.27)

dX; 5

dX, = u(X,t)dt +o(X,1)dW2,

onde

oX, 19%X,

- ox,
‘U(X,[) - a_l”[ (I’,I) +§ artz

(o(r,t)>+ ?dt’

o(X,t) = %G(r,t).

Para que a volatilidade seja constante, Nelson e Ramaswamy adotam 6(X,7) = 1. Logo,

oX; 1

o o(nt)’

que para o caso especifico do CIR resulta em

Tt
1 2
X = / du = \/r_t, (3.28)
o\ u (¢
Uma vez obtido o valor de X; pela arvore, r; € obtido pela equacio (3.28), ou seja,
X?c?
r = ’4 . (3.29)

Aplicando a férmula de Itd em (3.29) e usando (3.28), temos

dX, = u(X,t)dt +dW2,
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u(X,1) = )% [%a(i—g X2 - % . (3.30)

Usando (3.30), as probabilidades p, e p; podem ser obtidas por (3.25).
A figura 3.3 ilustra os primeiros nds da drvore CIR. No instante inicial, Xo = 2,/79/0.
No passo seguinte, X, = X + VAt e X; =Xo— V/At. Observamos pela formula (3.30) que
u(X,t) explode quando X; se aproxima de zero, fazendo com que as probabilidades também
explodam. Isto pode ser um problema quando as taxas de juros sdo baixas, exigindo alguns
ajustes. No entanto, as taxas de juros no Brasil sdo suficientemente altas para que X; ndo se
aproxime de zero com probabilidade significativa. De fato, no nosso estudo ndo encontramos

nés em que X; < 0, ou seja, r; mostrou-se sempre bem definido.

X2 = x} ++At
X=X, + VAt

5, =24 X2 = X} - VAt
o =X} +VAt
X2 =X} -Vt

Figura 3.3: Arvore binomial de X; = f(r;,1)



Capitulo 4

Convexidade do percentual do CDI

Considere um ativo indexado ao percentual p do CDI. Diferentemente do ativo zero
cupom, convencionaremos que esse ativo tem valor principal 1 no lancamento. Recordemos

que, no vencimento em 7', seu valor é dado pela férmula (1.1), ou seja,

T
PM(T,T,p) = CDI# = [1[((1 +CDI)V/?2) — 1)p+1]
i=0

e que os praticantes do mercado em geral precificam este ativo em ¢t < T conforme (1.2),

ou seja,

M _ \(1/252) _ [(1+Dn1/22) —1)p+ 1]
P (t,T,p)_iI:]O[((lJrCDL) Dp+1] (1+DI)(T-n/252

’

onde CDI; € a taxa diaria do CDI anualizado e DI € a taxa do DI futuro de vencimento
igual ao ativo. Aqui, a esperanca do CDI ainda ndo realizado € aproximada pelo DI futuro.
E ficil perceber que, caso o CDI; = DI seja constante para o prazo [t,T], a férmula gerard o
mesmo resultado que (1.1) no vencimento da operacao.

Ao aproximarmos o CDI pela taxa de curto prazo r, (1.1) fica

T
p [ rudu
PM(T,T,p)=e¢ 0

e o preco do titulo (1.2) em tempo continuo é

T
—(1=p) [ rud
PM(1,T,p) = CDIAe~1=PRT=1) — cpjA, ;e 4.1)

onde R = In(1+ DI).
No contexto de taxas de juros estocdsticas, o preco do titulo deve obedecer a esperanca

(2.13). Logo,

T
S rudu

p p}?rlftdu 7}‘rud’4
P(1,T,p) = B,Eg <e 0 t>,

B}1|£>:EQ<60 e !

45
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T
—(1-p) [rydu
1%).

P(1,T,p) = CDI*Eq (e r 4.2)

A existéncia da esperanca em (4.2) sugere que o aprecamento pela féormula (1.2) € in-
correta ((1.2) pode ser entendida simplesmente como o valor presente do payoff (1.1), ou seja,
a formula é uma boa aproximagao apenas para CDI; deterministicos). Podemos ver isso tam-
bém de outra forma. Um portfolio que contenha um titulo indexado a um percentual p do CDI
maior que 1 mais seu hedge de delta fornece ao seu proprietario uma posicao convexa sem custo
nenhum.

Para demonstrar, vamos montar a carteira de delta nulo. Pela férmula (4.1), o preco de

T=1) (ignorando o fator

R(T—t)

um titulo indexado a um percentual p do CDI é P(z,T,p) = e R(1-P)
constante CDI*). O hedge deste ativo é um titulo zero cupom B(¢,T) = e~ . Derivando os

precos em relacdo a taxa de juros R, obtemos

Aprp)y=—(1=p)(T - t)e RU=P)T=1),
AB(I,T) = —(T — t)eiR(T*t).

Seja Q a quantidade do titulo B(z,T) para zerar o delta de P(¢,T,p):
e R(1=p)(T—1)
Q0=—(1-p) LRI
O custo de carregamento, também conhecido pela grega ©, € calculado pela derivada

dos precos em relac@o ao prazo (T —t), ou seja,

®P(t,T,p) =—(1- p)Re_R(l—p)(T—t),

®B(Z,T) = —Re_R(T_’) .

Obtemos que o © do portfolio delta nulo € ® s forio = ®p(t7T7p) + Q@B(,’T) =0. Isso
significa que a convexidade ndo € capturada por (1.2), ou seja, uma convexidade positiva resulta
em ganhos certos sem qualquer custo, gerando oportunidades de arbitragem. Notamos também
que (1.2) € basicamente o payoff (valor intrinseco) do titulo indexado a p trazido a valor pre-
sente, sem qualquer ajuste de volatilidade, o que ndo € natural por se tratar de um portfolio com
convexidade ndo nula.

A figura 4.1 ilustra o comportamento da convexidade, ou seja, o ganho ou perda da
carteira (ativo indexado ao percentual do CDI e seu hedge de delta) para uma pequena mudanca
da taxa de juros, em fun¢do de p.

Concluimos que ao preco de mercado (1.2) deve-se adicionar um prémio pela convexi-
dade. A seguir propomos uma férmula para aprecar a convexidade nos modelos de Vasicek e

Cox et al.
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900
600
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-300

-600
0% 30% 60% 90% 120% 150% (P)

Figura 4.1: Resultado de convexidade (da carteira de delta nulo composto pelo ativo indexado ao percentual do
CDI e futuro de DI) decorrente de um movimento instantaneo de 10 pontos bdsicos na taxa de juros, em func¢do

do percentual do CDI, para uma opera¢do de R$100 milhdes, 5 anos e nivel da taxa de juros de 10%a.a. Maxima
convexidade negativa quando CDI é aproximadamente 50%.

4.1 Aprecamento da convexidade pelo modelo de Vasicek

O preco de um titulo indexado a um percentual p do CDI € dado por (4.2). Os momentos

T
da varidvel aleatoria | — (1 —p) [ rudu|%;)] sdo
t
T T
E{—(1- ud =(1-p)E(—Jrd
(= (1=p) [ rudul %) = (1= )E( — [ rucu|:)

Var<— (1 —P)frudu|5‘-z> =(1 —P)ZVar(—fruduU’-t>

T
No modelo de Vasicek, ( [ r,du|F;) tem distribui¢do normal com média e variancia da-

t
das pelas féormulas (3.7) e (3.8) respectivamente. Logo, pelo lema 3.1.1, obtemos o preco do

titulo indexado ao percentual p do CDI no modelo Vasicek, ou seja,

T (1-p)? i
(1—=p)E(— [ rudu| %)+ 5 Var(— [ rydu| %)
t t

Pyasice(t,T,p) = CDIe : (4.3)

onde

T

E(— [ rudu|F) =—6(T —1) — o' (r, —8) (1 — e~ T—1),
t
T 2
Var(—}[‘rudu“};) = ;7(46_0L(T_t) _ e—ZOL(T—t) + Z(X(T - t) o 3)

Portanto,

PVaSiCEk(ty T‘7 p) — CDI;‘e_(l_p)[G(T_t)"'("f_e)”(thﬂ_%(”(ET)—T—H—F%M(LT)) (44)

onde
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n(t,T) = o (1 — e T—1)),

Usar diretamente a férmula (4.4) implica ignorar o preco de mercado P (¢, T,p), o que
dificulta sua aplica¢do. Queremos entdo isolar o efeito da convexidade em (4.4), encontrando o
valor do prémio a ser aplicado sobre o preco de mercado do titulo indexado ao CDI.

Seja R(¢,T) a taxa de desconto zero cupom observavel no mercado, conforme definido

—R(.T)(T~1)  Entio,

em (4.1). Por (2.11), o preco do titulo zero cupom do mercado é BM (t,T)=e
se 0 mercado segue o modelo de Vasicek, BY(¢,T) é a solucio da férmula de aprecamento do

titulo zero cupom nesse modelo, ou seja,

T 1 T
BM(Z'7 T) _ e*R(T,T)(T*I) _ eE(_Ifrudu|f}—t)+§var(_.[rudu‘%)’ (45)

T T
onde E(— [ r,du|%;) e Var(— [ r,du|F;) sao dados por (3.7) e (3.8) respectivamente.
t 4
Sabemos que o titulo indexado a um percentual p do CDI € aprecado pelo mercado
conforme (1.2), ou seja, PM (¢, T,p) = CDI{*e*(I*p)R(”T)(T*I). Substituindo por (4.5), obtemos

o preco de mercado do ativo indexado ao percentual do CDI pelo modelo de Vasicek, ou seja,

T T
1—p)E(— [ rydu|F +(1—p) Var(— [ rydu|%;
pM (. T,p) :CDItAe( B i S5 Var(= [ rudul 7). (4.6)

Vasicek

Substituindo por (3.7) e (3.8), obtemos

PM

Vasicek

(t,T,p) = CDI;‘Xe—(l—P)[G(T—I)-F(rz—ﬂ)n(t,T)]—%(n(t7T)_T+t+%n2(t7T)).

Comparando-se (4.3) e (4.6) observamos que a unica diferenca entre as duas férmu-
las é que no pre¢o modelado Pyggicer(t,T,p) existe um termo quadritico multiplicando a va-
ridncia, o que explica a convexidade ignorada no preco de mercado (no contexto de Vasicek)

PM

Vasicer s T>P). Dividindo um pelo outro obtemos o fator de ajuste f a ser multiplicado pelo

preco de mercado PM (¢, T, p) para que este passe a incorporar também a convexidade. Ou seja,

o PVasicek(ta T, P)

f asicek — ’

v P\%sicek(t’T’p)
Frasic =exp[p(1—p>c—2(n<r T)=T+1+20(1,T))] “.7)
Vasicek 20(2 ) D) ) ) .

n(t,T) =0 1(1—e 71

e o preco de mercado corrigido pela convexidade é

Pc%’ustado (tv T, p) = PM(ta T, P) 'fVasicek (4.8)
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Chamamos de prémio de convexidade p = f — 1.

Analisemos alguns casos especiais:

e Quando p =1, temos que f = 1 e concluimos que a férmula de mercado é coerente. De
fato, observamos por (1.2) que neste caso PM (t,T,p) = CDI,A, ou seja, o titulo indexado
a 100% do CDI é semelhante a uma LFT! pura e ndo incorremos nenhum risco. E fécil

ver que neste caso nao 4 risco de delta.

e Quando p =0, temos o caso de uma LTN pura, ou seja, de um titulo zero cupom B(t,T).
Notamos em (1.2) que o preco do titulo nada mais é do que o valor fixo 1 no vencimento
trazido a valor presente. Portanto, a férmula ndo necessita de correcao e o fator de ajuste

também € igual a 1.

e Quando tomamos o limite do fator de ajuste f quando a velocidade de reversdo a média

o tende a zero, obtemos

limf:exp(—%(l —p)SA (T —1)?) 4.9)

a—0

e notamos que o prémio de convexidade aumenta com o prazo da operagdo e com |p — 1],

p>0.

e Se tomarmos o limite de f quando o coeficiente de difusdo ¢ tende a zero, temos que
lim f = 1. Como esperado, quando a volatilidade € nula temos um cendrio deterministico

c—0
onde nao existe convexidade.

4.2 Aprecamento da convexidade pelo modelo de CIR

O aprecamento do titulo indexado ao percentual do CDI é dado por (4.2). Para soluciond-

la vamos utilizar a expressio (3.12) obtida pela transformada de Laplace. Basta fazermos A =0
eu=1-p.

— em]_p(t,T)fnl_p(t,T)r,

T
(=(1=p) [ rudulr;)
Peir(t,T,p) = CDIAEg [e , ]

onde

200 2h* e+ (T—1)/2
mlfp(taTvp) = ]

c? ”[(h* +a) (e (T=1) — 1) 4 2h*

"Letras Financeiras do Tesouro (LFT) sdo titulos pés-fixados, remunerados pela taxa Selic, emitidos pelo go-
verno federal



50

2(1—p) ("7 1)
(h* + o) (" (T=1) — 1) +2h*

h*(p) = \/02 +202(1—p)

ni—p (ta T7 p) =

2
— +1].
' 262 + }
De forma andloga ao que fizemos para o modelo de Vasicek, queremos obter o preco

Para que a férmula esteja bem definida, o dominio de p é [O

do prémio de convexidade. Se o mercado segue o modelo de CIR, entdo o titulo zero cupom

B (t,T) = ¢ RET)T—1) g 3 solugdo de

B(1,T) = em &) —m@Drn (4.10)
onde m(¢t,T) e ny(¢,T) sdo definidos pelas féormulas (3.13) e (3.14).

O titulo indexado a um percentual p do CDI € aprecado pelo mercado por
I)M(l'7 T, p) = CDI[Ae_(l_p)R(th)(T_t)
que, ao unir-se a féormula (4.10), resulta em
P%R(l’, T, p) = CDIlAe(l_p)(ml (t7T)_n1 (I7T)rl) .

Assim, a expressdo do fator de ajuste é
Pcir(t,T,p)

feir = P (1. T,p)"
ou seja,
fer =exp{a1(t,T) — (1 —p)ax(t,T) — (1 —p)re[b1(¢,T) — b2(¢,T)]}, (4.11)
onde

2 Y1 He Ot 2)(T—1)/2
ayo2(t,T,p) = 0celn[ 1,2¢ ],
, 02 2h172 + (a+h172)(€(T_t)h1’2 _ 1)

2(elT=M2 1)
2h172 + (OL—{—hLz)(e(T_t)hlvz — 1)

hi(p) = /a2 +252(1 —p),
hy =+ o2 +2062.

O preco ajustado do titulo indexado ao CDI pelo modelo de CIR é

b1,2(laT7p> =

b

P stado @, T.0) = PM(t,T,p) - feur (4.12)

ajustado
e o prémio de convexidade é p = f — 1.
Quando p = 1 obtemos pela férmula (4.11) que fc;r = 1 e portanto ndo ha necessidade

de ajuste. Basta verificar que o termo dentro do logaritmo € 1.
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4.3 Analise de sensibilidade

As figuras 4.2 e 4.3 ilustram a sensibilidade do prémio de convexidade aos parametros
de volatilidade, velocidade de reversdao a média, tempo e apenas para o caso do CIR, o nivel das

taxas de juros.

) —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50% (0 —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50%

4% 20%

2% 10%

0% | 0%

2% -10%
0% 2% 4% 6% (o) 0% 20% 40% 60% 80% 100% (a)

@) p=f(0): T =10, a=0,50 (b) p= f(): T =10, 6= 0,05

) —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50%
3%

2%

0%

2%
0 2 4 6 8 10 (1)

(©) p=f(T): 6=0,05, 0 =0,50

Figura 4.2: Sensibilidade de p em relacdo a ., 6 e T no modelo de Vasicek para diferentes valores de p

Notamos que os efeitos do prazo e da volatilidade sdo semelhantes, que sdo o de au-
mentar a convexidade. Pela formula (4.9) isso fica claro, pois vemos que G estd a uma poténcia
de segunda ordem enquanto que o tempo a uma poténcia de terceira ordem, tendo efeito ainda
mais acentuado. O aumento da velocidade de reversdo a média, por outro lado, faz reduzir o
moédulo do prémio na medida em que determina a convergéncia das taxas de juros para a taxa
média, reduzindo assim a variancia das taxas de juros. Observamos que o médulo do prémio
¢ maximo quando o tende a zero e diminui a2 medida que o aumenta, tendendo a zero. Pelo

segundo grafico fica claro que o efeito de o € apenas o de reduzir a convexidade e jamais faz
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0 ——p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50% (0 —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50%
3% 2%

1%

0%

1% 1%
0% 2% 4% 6% 8% 10% (o) 0% 40% 80% 120% 160% 200% (a)

@ p=flo): 19=0,12,0=0,12,T=10,00=  (b) p=f(a): 70=0,12,0=0,12, T =10,6=0,05
0,30

() —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50% 0 —p=150% ——p=125% ——p=110% ——p=75% ——p=50%
1.0%

0.8%

0.5% 0.4%
0 2 4 6 8 10 (1) 05 1 1.5 (6/r(0)

(©p=f(T):r=0,12,0=0,12,6=0,05, 0=  (d) p=f(6/r): rg=0,12,0=0,12, T = 10,6 =
0,30 0,05

Figura 4.3: Sensibilidade de p em relagio a ., ¢, T e 6/ry no modelo de CIR para diferentes valores de p

com que o prémio exploda, o que por outro lado podem causar valores de 6 e T altos.

De fato, podemos verificar isso também pelas tabelas 4.1 e 4.2 nas pdginas 53 e 54, que
nos dao os valores dos prémios de convexidade para diferentes cendrios. Para operacdes muito
curtas, de até um ano, a convexidade pode quase sempre ser ignorada. Pelas tabelas, observamos
que em geral, para as caracteristicas das operagdes comumente realizadas, os prémios obtidos
sdo pequenos, menores que 10 pontos basicos.

No entanto, vale ressaltar o cuidado que se deve ter em momentos de maior volatilidade,
que pode aumentar o risco a ponto de tornd-lo ndo desprezivel. Merecem especial atencdo as
operacdes longas e de percentual muito distante do 100%, cuja convexidade é mais acentuada.
Em tesouraria ndo € incomum encontrarmos essas caracteristicas em swaps, que por serem
considerados operagdes "commodities", sdo negociados com estreita margem de lucros. Assim,
qualquer ponto bésico de prémio ignorado pode ser significante, sendo necessdrio acabar com

o mito de que operacdes indexadas ao percentual do CDI apresentam apenas riscos de delta.
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As tabelas sdo tteis por permitirem ao investidor determinar os cendrios criticos que

julga merecerem maior atencgao.

Gregas

Nesta se¢do fazemos uma andlise de sensibilidade das férmulas do prémio de convexi-
dade através dos riscos mais comuns representados pelas suas gregas.

As gregas nada mais sdo do que denominagdes das derivadas parciais, representando
cada uma um risco especifico. Assim, elas indicam a sensibilidade do preco do ativo indexado
ao percentual do CDI em relacdo aos parametros da férmula que dd o seu prego, ou seja, ela
fornece a varia¢do do preco em unidades monetdrias para dada pequena variacdo do parametro.

Para o modelo de Vasicek € facil obter expressoes analiticas para as gregas. Pela formula

(4.8),
Pg_/ll'usmdo(t’T?p) = PM(ta Tap) 'f’
onde
f=explp(1-p) s (n(r. )~ T 41+ L (17))]
202 ’ 2 ’ ’
n(t,T) =o' (1—eUT—1)
e
PM(1,T,p) = CDIAe~(1-PIR(T=1)
Logo, as expressoes das gregas sio:
oPM
A= = = f(p— 1)(T —)PY (1, T, p) (4.13)
o*PM
o ajustado _ N2 \2pM
[ 4o _ f(p— 1X(T 1PV (1,7 p)
oPM 2
T ajustado __f M
9= ac - ) ll’l(f)P (thap)
oPM —p)o?
_ Majustado .1,y P(L—P)O™  _ar—t) _ —20(T—1) _ 1y _ (1 _
i (1,7.p) [Py (2e e = (1-p)R|
- _ aP%uslado o
- da

M p(l—p)o o T (7 DN 20T 1) (A D
P ) { B (2T ) - - 2e (T—1+2)—e (er-2+3)]}
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Embora tenhamos denominado por Z a derivada parcial de PX

ajustado €M relacdo a o, ndo

¢ uma convenc¢do como ocorre para as outras derivadas parciais.

As féormulas das gregas para o modelo CIR ndo sao simples, o que torna a simulagao
numérica o caminho natural para obter os valores das gregas.

As figuras 4.4 e 4.5 ilustram valores das gregas de uma posi¢ao ativa no titulo indexado
ao percentual p do CDI, para diferentes vencimentos. Os valores foram obtidos para um princi-
pal de R$100 milhdes, quando oo = 0,4 ¢ 6 = 0,015 no modelo de Vasicek e a = 0,4, 6 = 0,03,
0=0,06 e ro =0, 15 no modelo CIR. Com excecdo de delta, as demais gregas foram calcula-
das para um portfolio que consiste do titulo em questao mais seu hedge de delta executado com
LTNs ou futuros de DI, para isolar a convexidade.

Observamos pelos gréificos que os comportamentos das gregas sao semelhantes para os
dois modelos. Como esperado, quanto maior o prazo da operagdo, maior € a convexidade. Com
excecdo do risco delta, todas as gregas sdo nulas quando o percentual do CDI € zero ou 1.
Sabemos que no primeiro caso o ativo comporta-se como uma LTN e no segundo caso como
uma LFT. Notamos que delta € positivo para p < 1, o que significa uma posicao aplicada em
taxa de juros. Quando p > 1 a posicdo € de captacdo em taxa pré-fixada.

O gréfico 4.6 representa o risco de vega em funcao do prazo, para diferentes velocidades
de reversdo a média. Podemos observar que o crescente reduz a exposi¢ao a volatilidade. De
fato, quando o0 — oo, podemos pensar no processo dr como deterministico, onde a férmula (1.2)

¢ correta e o fator de ajuste f = 1.
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Figura 4.4: Principais riscos (R$) em relacdo ao percentual do CDI, para diferentes prazos T, no modelo de
Vasicek. Cendrio usado: o = 0,4, 6 = 0,015, principal= R$100 milhdes.
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(d) ®: variacdo do preco apds um ano
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Figura 4.5: Principais riscos (R$) em relagio ao percentual do CDI, para diferentes prazos T, no modelo de CIR.
Cendrio usado: rp = 0,15, 0 = 0,06, o« = 0,4, ¢ = 0,03, principal= R$100 milhdes.
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Figura 4.6: O em funcdo do prazo, para diferentes valores de o. Cendrio usado: Gy,sicex = 0,015, o¢cr = 0,03,
principal= $100 milhdes.



Capitulo 5

Dados e estimacao

5.1 Dados

Os precgos de opgdes do IDI foram obtidos a partir de curvas de volatilidades conse-
guidas com corretoras. A pratica comum do mercado € guardar a volatilidade em lugar dos
precos, usando para a conversdo o modelo de Black (1976), no qual apenas a volatilidade é
desconhecida.

A nossa série de dados compreende apenas volatilidades das op¢des "no dinheiro", para
o periodo de Janeiro de 2007 a Junho de 2010. A partir dessas volatilidades para diferentes
séries de opc¢des do IDI, recuperamos os precos de mercado pelo modelo de Black, cujas for-
mulas se encontram no anexo. A principal vantagem desse conjunto de dados em relacdo aos
precos de ajuste da BM&F € o fato de que a informacdo em termos de volatilidade ja embute
um relacionamento do preco da opcdo com o preco do DI futuro no momento de obtencao do
dado (por outro lado, a série de prémios de opg¢des carrega a incerteza do preco do DI futuro).

Além dos precos de opc¢des do IDI, utilizamos também as curvas didrias do Futuro de
DI, de Janeiro de 2003 a Junho de 2010.

5.2 Estimacao

5.2.1 Estimacao por maxima verossimilhanca

Escolhemos por utilizar a estimacdo por mdxima verossimilhanga, pois partimos da su-
posicdo de distribuicdes conhecidas. Queremos encontrar os parametros dos modelos de Va-
sicek e CIR. Segundo Ait-Sahalia (2002), em modelos paramétricos, o método da méxima
verossimilhanga deve ser a escolha dentre os métodos de estimac¢do. A mesma opinido é com-
partilhada por Brandt e Santa-Clara (2002), que afirma que este método € mais eficiente que o

GMM inclusive.

60
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Modelo de Vasicek

A estimagdo por mixima verossimilhanca consiste em achar o vetor de pardmetros ¢ de
uma fdp f(y,®) que maximiza a probabilidade de se observar a amostra y.
Se os elementos sdo tidos como independentes, entdo a funcao de verossimilhanga que

queremos maximizar €

N—-1

L(o) =[] £ (i, 0). (5.1)

i=1
Como a funcdo logaritmica é monotdnica, maximizar a funcao de log-verossimilhanca

abaixo em lugar de (5.1) ndo altera o resultado.

N-1 N
it (@) =tn| [T £09)] = X inls01:0) (52)

Recordemos que no modelo de Vasicek, a distribui¢do marginal da taxa de curto prazo

¢ normal com média e variancia condicionais dadas por (3.5) e (3.6) respectivamente, ou seja,

—(Tryar —,U)Z)’

1
f(rl+At|rf;¢7At) = \/Wexp( 2\’2

onde

U= r,e_(m’ +9(1 _ e—ocAz)’

2

2_ O —2aAr

ve=—(1— .
20c( e %)

Entao, a funcdo log-verossimilhancga (5.2) no caso de Vasicek é
N—1
lnL(¢) = 'Zl lnf(rfiﬂ‘rli;q)?At)’
1=

ou seja,

(N—1
2

N—1
i (0) = — V=D 1amy - (v = 1)iny — # Y (s — ) (5.3)
i=1

onde py, = ri,e” M +0(1 — e~ *). Assim, os estimadores de maxima verossimilhanga

(f) sao obtidos maximizando-se (5.3):
¢ = (6,0,6) = argmaxy InL(9)

No ponto de maximo, todas as derivadas parciais sdo iguais a zero. Fazendo i1sso e apds

alguma manipulacdo algébrica, obtemos os estimadores (vide Brigo e Mercurio (2001, p. 53)):
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n n n
ny riri-1— '):1 ri '):1 ri-1
1= 1=

i=1

aA: n n
ny rr— (Y rii1)?
i=1 i=1
n A
Zl(ri—ari—l)
=25
n(l—a)
A~ 1 n R
V2Z=— ¥ (ri—ari 1 —6(1-a))?
ni=1

onde a=e *eV? = %(1 — 2040y,
Estimacgdes foram feitas para taxas de juros de diferentes prazos (3, 6 € 9 meses e 1, 2,
3 e 4 anos). A figura 5.1 mostra as trajetorias das taxas de juros de alguns prazos desde 2003 e

os resultados encontram-se na tabela 5.1.

45% - ——3 Meses ——1Ano 4 Anos
40% -
35%
30%

25% -

A\
20% - me
15% - %’\\\ e
10% - AN

5% -

0%

Figura 5.1: Trajetérias das taxas de juros anualizadas de prazos: 3 meses, 1 e 4 anos

Tabela 5.1: Estimativas dos parametros de Vasicek para taxas de juros de diferentes vencimen-
tos por maxima verossimilhanga.

Vencimento (Anos) 0,25 0,50 0,75 1,00 2,00 3,00 4,00
& 5242% 64,15% 79,27% 93,05% 147,72% 174,66% 180,93%
0 12,36% 12,11% 12,68% 13,05% 13,66% 13,89% 13,95%
6 1,26% 1,86% 2,25%  2,58% 3,35% 3,81% 4,15%
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Observamos pelo grafico que as taxas de prazos maiores sdo mais voldteis, o que é
confirmado pelas estimacdes. Isso condiz com o senso geral de que horizontes mais distantes
tém maior incerteza. Ao mesmo tempo, a velocidade de reversdo age de forma a amenizar a
volatilidade e por isso ela também cresce conforme o prazo. Visualmente observamos que as
taxas passaram por um processo de queda, mas com periodos de maior ou menor volatilidade.
Portanto, € razoavel usar um modelo heterocedastico.

Escolhemos utilizar o método de alisamento exponencial (Exponentially Weighted Mo-
ving Average - EWMA) para estimar a volatilidade, a partir da versao discretizada do modelo.
A 1idéia € atribuir um peso diferente as observacdes recentes e ao histdrico através da espe-
cificagdo do fator de alisamento A. Adotamos A = 0,94, conforme sugerido pelo banco J.P.
Morgan/RiskMetrics, que verificou que esse valor de A fornece estimativas de variancia que
mais se aproximam da realizada, para diferentes varidveis de mercado (vide por exemplo Hull
(2002, p. 375)).

A discretizagdao do modelo de Vasicek pelo método de Euler é
Ve At — 1 = (X(e — r[)At +68[,

onde € tem distribui¢do normal com média zero e variancia Af.

Assim, pelo método EWMA,
0?2 ——7»0.24—(1—7\.)[% —rA—Oc(G—rA)At]2
ti+1 i tl+1 tl t, .

A figura (5.2) na pagina 67 contém o grafico das volatilidades estimadas para as séries
de diferentes prazos.

Utilizamos a estimacao por quasi-verossimilhanca para obtermos novos parametros de
média e reversdo a média no contexto heterocedastico, conforme sugerido em Hull (2002). Se-
gundo James e Webber (2000), a discretizacdo de Euler assume que para At suficientemente
pequeno, Ar; = r;4a; — 1y € normal. Segundo Phillips e Yu (2009) esse método é uma aproxi-
magdo que gera viés assintdtico, porém funciona bem em casos de At didrio.

Os estimadores sdo obtidos a0 maximizarmos a nova fung¢do log-verossimilhanca:

— o0 —r,)At)?
261,

N-1 o
InL(0) = — In(2m) + .Zl [_ Inc,,,, — (Fiy — 1
=

Porém esse método de estimagdo ndo se mostrou estdvel para o caso heterocedastico, ou
seja, utilizando a volatilidade obtida pelo EWMA. Um exemplo de instabilidade foi a obtencao
de 0 proximo de zero. Por isso optamos por ndo utilizar seus resultados. Escolhemos utilizar as
estimativas de o e 0 obtidas pelo método da maxima verossimilhanca homoceddstica, resumidos

na tabela 5.1, e estimativas de volatilidade dadas pelo EWMA.
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Modelo de CIR

O método de estimacdo por maxima verossimilhanca para o modelo de CIR € descrito
por Kladivko (2007).

Uma vez conhecido r;, a fun¢do densidade de probabilidade de r; o, no modelo CIR é

%
F(recalres 0,A8) = ce_”_v(;)%lq(%/uv),
200
c=—"——|
02(1 _efocAz)
u=crie %,
V=CrltiAt»
_ 200
="z L

onde ,(2+/uv) é a fungdo Bessel modificada de primeira espécie e ordem g.

Queremos maximizar a func¢do log-verossimilhanca

N—1
InL(0) = ;l Inf(r, |r;:0,At),

ou seja,

N—1
InL(0) = (N—1)lnc+ Z [—uti — Vi +0.5qln(‘ﬂ) +1n(1q(2\/m))]’ (5.4)
i=1

I/tli

—0A

_ t _
onde u;, = crye € Vi =Cly,,-

Portanto, os estimadores de maxima verossimilhanca ¢ sdo obtidos maximizando-se a

funcdo (5.4):
¢ = (6,6,6) = argmaxy InL(9)

A otimizagdo € feita numericamente, o que requer um chute inicial de ¢. Para termos
uma estimativa inicial, usamos o método dos minimos quadrados ordindrios (MMQ) na versao
discretizada.

A versao discretizada do processo de difusdo CIR pelo método de Euler nos da

FeaAr — 1 = 0((9 — r[)At —l—G\/?,S,, (55)

onde € € um ruido branco gaussiano de média zero e variancia Az. Ao transformarmos
(5.5) em

Fe4enr — 1 . QOA?

Vi Vn

— O/1; At + O,
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a estimativa inicial pelo MMQ € obtida minimizando-se a funcdo

N-1 <rti+1 — 1 0BAr

~ 2
&,0) = argmin o .At) ,
( ) arg mine, g Z \/r_f, \/’,—t’ + \/r_tl

i=1

cuja solugdo é

) N—1 N—1 N—-1 N-1 | —1y .
N?<2N+1+ L r L= X Xy —(N=1) ¥ 5
0= i=1 1= i=1 i=1 i=1
N-1 N-1,
(N2=2N+1- Y r, ¥ 1)Ar
i=1 =11
N—-1 N-1, N—-1
N=1) ¥ rypy— X 5 E oy
B i=1 i=1 " =]

N—1 N—1 | N—-1 N-1 | N—1 .
N2 ON+1+ L 7y £ AL r £ F-(N-1)% "o
i=1 i=1 =

=1 i i=1

A estimativa inicial 6 é obtida fazendo-se o desvio padrdo dos residuos.

A tabela 5.2 contém os resultados da estimacio por maxima verossimilhanca. E inte-
ressante notar que Siva (1997), ao reproduzir o trabalho de Chan et al. (1992) para o Brasil,
ou seja, ao estimar por GMM os parametros de diversos modelos unifatoriais de taxa de curto
prazo, tais como Vasicek, CIR e CKLS, encontrou valores proximos de zero para o parametro
de velocidade de reversdo a média. Comparados aos valores obtidos por nossa amostra, sugere
que o comportamento das taxas de juros passou a incorporar a reversao a média nos ultimos

anos.

Tabela 5.2: Estimativas dos parametros de CIR para taxas de juros de diferentes vencimentos
por maxima verossimilhanca.

Vencimento (Anos) 0,25 0,50 0,75 1,00 2,00 3,00 4,00
& 52,86% 59,07% 71,10% 82,33% 128,99% 153,23% 164,24%
0 12,35% 11,88% 12,43% 12,80% 13,43% 13,67% 13,77%
6 296% 430% 523% 6,01% 7,65% 8,48% 9,02%

Similarmente ao que fizemos para o modelo de Vasicek, estimamos as volatilidades
diarias pelo método de EWMA para a versao discretizada (5.5):

2) [Frig1 —1; — (0 — ’"ti)At]z

Ty,

L

o7, =Ao7+(1—

A figura 5.2 na pédgina 67 resume alguns dos resultados obtidos.



66

5.2.2 Volatilidade implicita

A limitacdo dos dados nos impede de utilizar a calibragdo para encontrar os parametros
a, 6 e o implicitos. Obtemos entdo a estimativa do parametro média e velocidade de reversao a
média por mdxima verossimilhanca. Assim, a volatilidade pode ser obtida pelo preco da op¢ao
do IDI, a partir da férmula (3.24) para o modelo de Vasicek e por iteracdo na arvore de CIR.
Os valores de o e 0 usados foram interpolados usando-se as tabelas 5.1 e 5.2, de acordo com o
prazo para o vencimento das opcoes. A figura 5.3 na pagina 68 resume alguns dos resultados

obtidos para op¢des de diferentes vencimentos.
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Figura 5.2: Resultados da estimagdo do coeficiente de difusdo por EWMA para taxas de juros de diferentes

vencimentos nos modelos de Vasicek e CIR.
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Figura 5.3: Volatilidades implicitas de op¢des de IDI de diferentes vencimentos, segundo os modelos de Vasicek

e CIR.



Capitulo 6

Simulacées e resultados

6.1 Hedge de Delta

Conforme vimos, quando ha convexidade, uma carteira que € sempre mantida com delta
nulo tem valor esperado diferente de zero. Ao simularmos o hedge de delta ex-post de um ativo
indexado ao percentual do CDI podemos encontrar o prémio efetivo de convexidade no periodo.
Esse hedge de delta foi executado diariamente.

Em um primeiro instante, utilizamos as estimativas dos parametros do modelo Vasicek
e CIR obtidas segundo maxima verossimilhanca e EWMA, a fim de obtermos um preco do
prémio ex-ante para compara-lo ao precgo efetivo.

Para o cédlculo do hedge de delta da operacao, utilizamos a expressao (4.13) para as duas
simulacdes com o modelo Vasicek e calculamos numericamente o delta usando (4.12) para as
simulagdes no modelo CIR. Notamos que nessas quatro alternativas, os prémios efetivos obtidos
foram muito préximos em todas as combinagdes (p, prazo) testadas. De fato, a diferenca de
delta entre as quatro alternativas é da ordem da diferenca dos fatores de ajuste f, ou seja, as
operacdes de hedge de delta sdo praticamente as mesmas, produzindo os mesmos resultados.

A tabela 6.1 resume os resultados das simulacdes, segregados por prazo e percentual do
CDI. Observamos que o erro entre o preco efetivo e o preco do modelo € grande, chegando a
ser da ordem de mais de 50% do prémio efetivo, por exemplo, nas simulagdes de T=1,5 anos,
p = 200% e com parametros EWMA. De fato, estamos comparando um prego ex-ante com
um precgo ex-post, ficando expostos a volatilidade do periodo. Notamos que em muitos casos
o preco obtido usando a volatilidade estimada por mdxima verossimilhan¢ca desempenhou-se,
em média, melhor do que empregando a volatilidade obtida pelo método EWMA. De fato,
EWMA ¢é um modelo de medida de volatilidade corrente, ndo tendo capacidade preditiva, ainda
mais para prazos longos como € o caso de nossas simulacdes. Pela figura 5.2 notamos que a
volatilidade das taxas de juros no Brasil € inconstante, agravadas por atuagdes periddicas do

COPOM e choques externos, porém com componente de reversdo a média da volatilidade ndo

69
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Tabela 6.1: Comparacao dos prémios de convexidade fornecidos pelo hedge de delta (prémio
efetivo) e pelas formulas, com parametros estimados por mdxima verossimilhanca e EWMA,
para os modelos de Vasicek e CIR.

T=1,5 anos T=2,5 anos T=3,5 anos
Modelo p Prémio Erro DPdo | Prémio Erro DPdo | Prémio Erro DP do
efetivo médio erro efetivo médio erro efetivo médio erro

CIR-EWMA 0,004% 0,007% -0,025% 0,074% -0,016% 0,056%
CIR-Veross. -0,003% 0,006% -0,014% 0,010% -0,030% 0,021%
Vasicek-EWMA | 3% | 10.007% 0,003% 0,007% -0.019% -0,028% 0,079% -0,035% -0,018% 0,059%
Vasicek-Veross. -0,005% 0,006% -0,017% 0,017% -0,035% 0,040%
CIR-EWMA 0,002% 0,004% -0,018% 0,056% -0,010% 0,038%
CIR-Veross. -0,002% 0,004% -0,009% 0,008% -0,019% 0,016%
Vasicek-EWMA 80% | -0,005% 0,002%  0,004% -0,014% -0,019% 0,058% -0,026% -0,011% 0,039%
Vasicek-Veross. -0,003% 0,004% -0,011% 0,013% -0,023% 0,029%
CIR-EWMA -0,008% 0,012% 0,037% 0,135% 0,004% 0,072%
CIR-Veross. 0,003% 0,012% 0,014% 0,025% 0,027% 0,054%
Vasicek-EWMA 130% | 0,015% -0,008% 0,013% 0,042% 0,040% 0,138% 0,084% 0,007% 0,075%
Vasicek-Veross. 0,007% 0,012% 0,020% 0,039% 0,036% 0,090%
CIR-EWMA -0,024% 0,032% 0,071% 0,299% -0,025% 0,140%
CIR-Veross. 0,005% 0,031% 0,020% 0,075% 0,031% 0,171%
Vasicek-EWMA 160% | 0,039% -0,023% 0,032% 0.117% 0,079% 0,309% 0,243% -0,019% 0,148%
Vasicek-Veross. 0,014% 0,033% 0,035% 0,112% 0,053% 0,262%
CIR-EWMA -0,058% 0,071% 0,124% 0,688% -0,173% 0,192%
CIR-Veross. 0,002% 0,072% -0,001% 0,205% -0,051% 0,487%
Vasicek-EWMA 200% | 0,090% -0,057% 0,072% 0,289% 0,134% 0,667% 0,624% -0,155% 0,214%
Vasicek-Veross. 0,021% 0,078% 0,028% 0,287% -0,006% 0,677%

capturada pelo modelo EWMA.

Notamos nos graficos 6.1 que o prémio efetivo variou muito, por exemplo de 0,016%
a 0,264% nas simulacdes (p = 200%, T = 1,5 ano). Os prémios calculados com parametros
EWMA dependem muito da data de amostragem dos parametros. Isso se refletiu em erro nao
centrado. Os parametros de maxima verossimilhanca, por outro lado, produziram erros centra-
dos, o que era esperado por se tratarem de parametros médios para o periodo em questdo. Na
maioria dos casos, ainda percebemos que os erros obtidos a partir dos parametros de maxima
verossimilhanca apresentaram menor desvio padrao.

Contudo, ndo almejamos neste trabalho testar um modelo de previsdao de volatilidade.
O intuito € aplicar os modelos de aprecamento da convexidade e efetuar hedge da volatilidade,

com instrumentos de mercado (opg¢des do IDI).

6.2 Hedge de Vega e Delta

Com o hedge de vega esperamos que o resultado da carteira protegida seja mais pro-
ximo de zero, pois pretendemos eliminar a incerteza do parametro volatilidade no célculo dos

prémios, ou seja,
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Figura 6.1: Prémios resultantes de diferentes simula¢des para operagdes de 1,5 e 3,5 anos, p = 200%, expostos
por vencimento da operag@o e obtidos a partir do hedge de delta e das férmulas.

P formula + ﬁhedge + Ahedge = Pefetivos

onde p rormula € 0 prémio de convexidade no inicio da operag@o obtido pelas formulas
(4.7) e (4.11) respectivamente para os modelos de Vasicek e CIR, utilizando os parametros
implicitos das opgdes do IDI; Beqge + Apedge € 0 resultado do hedge da operagdo utilizando as
opgdes do IDI e futuro de DI; peferivo € 0 prémio de convexidade efetivo, dado pelo resultado
do hedge de delta e sabido apenas no vencimento da operagao.

Isso € conseguido fazendo rebalanceamentos didrios da carteira, para delta e vega, utili-
zando opcdes do IDI e contratos de DI futuro. Assim, esperamos que o erro no prémio causado
pela diferenga entre a volatilidade realizada e a volatilidade implicita do IDI no momento do
calculo do prémio seja mitigado pelas operacdes de opgdes do IDI.

Nas simulagdes utilizamos opg¢des do IDI “no dinheiro” e, no rebalanceamento didrio, a
medida que essa opcao fica “fora do dinheiro”, zeramos a posi¢ao nessa op¢ao e abrimos nova
no novo prego de exercicio “no dinheiro”. Assim ficamos sempre na regiao mais liquida das
opgoes do IDI (para as quais temos séries de precos).

A tabela 6.2 resume os resultados das simula¢des realizadas. Notamos que o erro mé-
dio do portfolio vega e delta neutro é mais préximo de zero em todos os casos. Também o
desvio-padrao deste erro é menor do que as simulacdes utilizando parametros de maxima ve-
rossimilhanca e EWMA. Isso aconteceu para ambos os modelos CIR e Vasicek.

No periodo em questdo, nas simulagdes de portfolio com prazo de vencimento menor
ou igual a dois anos e com vencimentos entre Janeiro de 2008 e Abril de 2010, observamos que
o procedimento de hedge de delta e vega conseguiu resultados melhores do que as alternativas

ja discutidas de apenas hedge de delta. Isso significa que o erro na estimativa da volatilidade
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Tabela 6.2: Comparagdo dos prémios de convexidade efetivo e fornecidos pelo hedge de vega
e delta.

Prémio p em pontos basicos, por data de vencimento da simulacéo
Data de Vencimento Jan-08 Abr-08 Jul-09 Out-08 Jan-09 Abr-09 Jul-09 Out-09 Jan-10 Abr-10 Erro DP do
T (anos) 1 1,2 1,5 1,7 2 2 2 2 2 2 médio erro

Prémio efetivo -0,013  -0,039 -0,087 -0,201 -0,402 -0,572 -0,770 -0,657 -1,079 -1,511
CIR Vega hedge -0,013  -0,039 -0,089 -0,188 -0,407 -0,570 -0,838 -0,939 -1,211 -1,266 || -0,006% 0,005%
VAS Vega hedge -0,014 -0,041 -0,094 -0,201 -0,438 -0,615 -0,905 -1,013 -1,308 -1,366 || -0,006% 0,005%
CIR EWMA p=65% |-0,007 -0,018 -0,032 -0,051 -0,119 -0,091 -0,290 -0,256 -0,442 -0,434 || -0,002% 0,002%
CIR MV -0,141 -0,294 -0,548 -0913 -1,409 -1,354 -1,252 -1,340 -1,540 -1,581 || -0,010% 0,005%
VAS EWMA -0,007 -0,019 -0,033 -0,054 -0,126 -0,094 -0,297 -0,272 -0,448 -0,444 | -0,002% 0,002%
VAS MV -0,211 -0,446 -0,837 -1,415 -2228 -2,247 -2257 -2,267 -2,316 -2,286 | -0,017% 0,009%
Prémio efetivo -0,009 -0,027 -0,062 -0,145 -0,292 -0416 -0,56 -0,479 -0,788 -1,106
CIR Vega hedge -0,009 -0,027 -0,062 -0,132 -0,286 -0,401 -0,59 -0,661 -0,852 -0,890 || 0,000% 0,001%
VAS Vega hedge -0,010 -0,029 -0,066 -0,141 -0,308 -0,432 -0,636 -0,713 -0,920 -0,961 | 0,000% 0,001%
CIR EWMA p=80% | -0,005 -0,013 -0,023 -0,036 -0,084 -0,064 -0,204 -0,180 -0,311 -0,305 | 0,003% 0,002%
CIR MV -0,099 -0,207 -0,386 -0,642 -0,992 -0953 -0,881 -0,943 -1,084 -1,112 | -0,003% 0,002%
VAS EWMA -0,005 -0,013 -0,024 -0,038 -0,088 -0,066 -0,209 -0,191 -0,315 -0,312 | 0,003% 0,002%
VAS MV -0,148 -0,314 -0,589 -0,995 -1,567 -1,581 -1,587 -1,594 -1,629 -1,608 | -0,008% 0,004%
Prémio efetivo 0,033 0,076 0,165 0390 0,796 1,131 1,527 1,317 2,181 3,078
CIR Vega hedge 0,023 0,066 0,152 0323 0,698 0979 1440 1,613 2,081 2,174 | -0,001% 0,003%
VAS Vega hedge 0,024 0,069 0,161 0344 0,752 1,054 1,551 1,738 2242 2342 | 0,000% 0,003%
CIR EWMA p=130% | 0,011 0,032 0,055 0,087 0205 0,156 0497 0440 0,758 0,745 | -0,008% 0,007%
CIR MV 0,242 0,505 0941 1,568 2,422 2,327 2,151 2302 2,647 2716 | 0,007% 0,006%
VAS EWMA 0,012 0,033 0,057 0,092 0216 0,161 0,508 0466 0,769 0,761 | -0,008% 0,007%
VAS MV 0,361 0,765 1,435 2426 3,821 3,854 3871 3,887 3971 3921 | 0,018% 0,009%
Prémio efetivo 0,063 0,188 0427 1,017 2,093 2972 4,022 3484 5795 8204
CIR Vega hedge 0,056 0,163 0375 0,795 1,719 2410 3,546 3,973 5,126 5,356 | -0,005% 0,009%
VAS Vega hedge 0,058 0,171 0,396 0,848 1,850 2,594 3,819 4,278 5521 5,767 | -0,003% 0,008%
CIR EWMA p=160% | 0,028 0,078 0,136 0,214 0,504 0,384 1,224 1,083 1,865 1,835 | -0,021% 0,020%
CIR MV 0,595 1,244 2317 3863 5969 5735 5301 5675 6523 6,695 | 0,016% 0,015%
VAS EWMA 0,030 0,080 0,141 0226 0,531 0,397 1,251 1,148 1,892 1,874 | -0,021% 0,020%
VAS MV 0,889 1,884 3532 5973 9408 9489 9,530 9,571 9,778 9,654 | 0,041% 0,023%
Prémio efetivo 0,140 0370 0950 2,289 4,763 6,758 9,167 7,988 13,363 19,003
CIR Vega hedge 0,116 0,340 0,781 1,657 3,584 5024 739 8,286 10,694 11,173 | -0,016% 0,024%
VAS Vega hedge 0,121 0356 00825 1,767 3,855 5404 7,958 8914 11,505 12,018 | -0,012% 0,022%
CIR EWMA p=200% | 0,059 0,162 0,283 0446 1,050 0800 2,552 2256 3,888 3,824 | -0,049% 0,048%
CIR MV 1,239 2,593 4,831 8,057 12,457 11968 11,062 11,842 13,614 13,973 | 0,027% 0,035%
VAS EWMA 0,062 0,168 0294 0471 1,106 0,828 2,607 2,391 3943 3906 | -0,049% 0,048%
VAS MV 1,853 3,925 7,359 12448 19,610 19,780 19,865 19,950 20,382 20,122 | 0,081% 0,048%

representava grande parte do erro na estimativa do prémio efetivo. Concluimos que faz sentido,
pelas simulagdes realizadas, aprecar o ativo indexado ao percentual do CDI nos modelos de
Vasicek e CIR utilizando-se a volatilidade implicita das op¢des do IDI e efetuando hedge de
delta e vega. Ou seja, a estratégia permite o cdlculo do preco da convexidade a ser pago por
esse ativo e um método de hedge com opcdes de mercado para proteger esse prémio.

A figura 6.2 mostra simulagdes para diferentes percentuais do CDI. Observamos que
de fato o resultado do hedge de delta e vega aproxima-se do prémio efetivo. Para a série mais
recente, porém, notamos que o resultado subestima um pouco o prémio efetivo. Essa série foi
a que mais sofreu o efeito da crise de 2008 (é a série mais longa no periodo de crise, quando
os futuros de DI tiverem movimentos bruscos e chegaram a operar em limite de alta na BM&F,
como por exemplo em 22 de outubro de 2008). Uma possivel explicacdo para esse fato seria:

a convexidade (gama) do ativo indexado ao percentual do CDI ndo € contingente a nenhum



73

preco de exercicio (no caso Vasicek € facil notar que a féormula do fator de ajuste f independe
do nivel da taxa de juros, sugerindo gama constante), ao contrdrio da op¢ao do IDI, que possui
maximo gama para uma op¢ao “no dinheiro”. Podemos observar isso na figura 6.3. Assim, para
grandes movimentos da taxa de juros, o efeito do gama € muito diferente para esses dois ativos,

agravado pelo fato do hedge ser discreto, o que aumentou o erro de rebalanceamento.
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Figura 6.2: Prémios resultantes de diferentes simulagdes para operagdes de diferentes percentuais p, expostos por
vencimento da operag@o e obtidos a partir do hedge de delta e vega.

Concluimos pela tabela e pelo grafico que, utilizando o hedge de delta e vega, os mode-
los de Vasicek e CIR apresentam resultados muito parecidos. Pela maior tratabilidade da op¢ao
do IDI no modelo Vasicek e também devido a férmula do prémio de convexidade ndo depender
do pardmetro de taxa média (0), sendo portanto um parametro a menos para estimar, sugeri-
mos a utilizagao do modelo Vasicek ao invés do CIR para o aprecamento do ativo indexado ao

percentual do CDI.
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Figura 6.3: Perfil do gama de um ativo indexado a 150% CDI e de uma opcao do IDI “no dinheiro” (a uma taxa
de juros de 15% a.a) em funcdo das taxas de juros.



Capitulo 7

Conclusao

O risco de convexidade nas operacdes indexadas ao percentual do CDI é muitas vezes
ignorado pelo mercado, embora seja facilmente detectado ao observarmos empiricamente que
o resultado da carteira de delta nulo (ativo indexado ao percentual do CDI mais seu hedge de
delta) € diferente de zero. O resultado dessa carteira pode entdo ser associado ao prémio efetivo
de convexidade, que é sabido uma vez que a operagdo atingiu seu vencimento (seguindo por
exemplo um processo de rebalanceamento de delta didrio). O problema, no entanto, reside
em aprecar com antecedéncia e neutralizar o risco de convexidade no lancamento e durante a
operacao.

Este trabalho propds uma férmula analitica, pelos modelos de Vasicek e CIR, de apreca-
mento do prémio de convexidade. Observamos que a férmula que o mercado usa para aprecar
o ativo indexado ao percentual do CDI desconsidera a realidade de taxas de juros estocasti-
cas. Com isso, a férmula do mercado acaba por ignorar o termo correto da varidncia quando o
percentual do CDI € diferente de 100%. Pela nossa férmula, o pre¢o de convexidade depende
dos parametros de velocidade de reversdo a média e volatilidade para o modelo de Vasicek,
acrescida do parametro de taxa média de longo prazo para o modelo de CIR. A andlise de sensi-
bilidade nos informa que o prémio € tdo maior conforme cresce o prazo da operacao, a diferenca
do percentual em relacdo ao 100%, a volatilidade esperada durante o prazo da operagdo e con-
forme decresce a velocidade de reversdao a média. Como exemplo da ordem de grandeza, para
uma operac¢ao de 10 anos e 150% do CDI, em um cenario de volatilidade de 4%a.a e velocidade
de reversdo de 50% a.a., o prémio de convexidade € de 170 pontos basicos pelo modelo de
Vasicek.

Como em qualquer férmula de apregamento, esbarramos na questio da previsao desses
parametros. O que sugerimos entdo € que, em lugar de utilizar modelos de previsao e estimagao
dos parametros, € possivel extrair essa informacdo a partir dos precos das op¢des do IDI, que
dependem dos mesmos parametros e que carregam em si a expectativa do mercado. Obvia-
mente que a volatilidade esperada ndo necessariamente serd a volatilidade realizada. Isso pode

ser contornado pelo hedge dindmico de vega e delta utilizando os instrumentos de mercado
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(opcao do IDI e futuro de DI), de tal forma que a nova carteira de delta e vega nulo (ativo in-
dexado ao percentual do CDI aprecado considerando-se a convexidade mais seu hedge de vega
e delta) mais o prémio pago/recebido produza resultados préximos de zero ao longo da vida da
operacao.

As simulagdes ex-post do hedge de vega e delta para operacdes de diferentes prazos e
indexados a diferentes percentuais do CDI geraram boas aproximacdes do prémio de convexi-
dade efetivo, sugerindo que tanto a férmula de aprecamento da convexidade quanto a escolha
da op¢ao do IDI para fins de hedge sdo satisfatérios. Infelizmente, por limitacdo dos dados,
nao pudemos executar testes estatisticos que pudessem concluir significativamente a eficicia do
método proposto. A alternativa de usar o método de Monte Carlo conseguiria testar a formula,
nas falha em ndo conseguir testar a aderéncia a distribuicao real das taxas de mercado. Assim,
optamos por realizar simula¢des com dados reais em lugar de simula¢des por Monte Carlo.

A simulacio do hedge dinamico necessitava de valores didrios para os parametros das
opg¢odes do IDI, o que poderia ser obtido pela calibracdo de seus precos didrios. Tal tarefa, no
entanto, esbarrou no problema da limitacdo de dados. Como conseguimos apenas séries de
precos das opcdes do IDI “no dinheiro”, ndo foi possivel obter todos os parametros implicitos.
Tivemos entdo que optar por utilizar estimativas historicas para os parametros de reversao a mé-
dia e taxa média extraidas das séries de taxas de juros de diferentes vencimentos, por mdxima
verossimilhanga, retirando do mercado de op¢des de IDI apenas o parametro de volatilidade.
Sabemos que dessa forma nossa estimagao histérica ndo esta na medida risco-neutro. A estima-
cdo desses parametros através da ETTJ tampouco € satisfatéria, pois sabemos que isolar o preco
de mercado do risco implica a especificacdo do seu formato, o que pode ser arbitrario. Dai o
porqué da conveniéncia de se utilizar os parametros implicitos das op¢des do IDI, que ja estdao
isolados do prémio de risco. Na prética, esses precos sdo disponiveis para qualquer investidor e
calibra-los a fim de extrair todos os parametros implicitos ndo traz dificuldades.

Na prética podemos utilizar mais de uma opg¢ao para efetuar o hedge da convexidade
do portfolio, e isso se mostra necessario ao analisar o comportamento do gama do portfolio
composto pelo ativo indexado ao percentual do CDI e uma opg¢ao do IDI segundo a figura 6.3.
Assim, poderiamos utilizar op¢des de vérios precos de exercicio para um mesmo vencimento,
em diferentes quantidades, para manter o mesmo vega desejado porém obtendo um perfil de
gama em funcdo do nivel do DI futuro mais constante.

Esse perfil de gama em fun¢ao do nivel do DI futuro do ativo indexado ao percentual do
CDI € constante por se tratar de convexidade independente de precos de exercicio (convexidade

ndo contingente ao nivel da taxa do DI futuro). Tal perfil de convexidade aparece também em



77

operacdes como o swap de variancia de DI'. O payoff desse swap depende dos movimentos
diarios da taxa de juros, e também ndo possui convexidade contingente a um predeterminado
nivel de taxa de juros (ou seja, o gama desse instrumento € constante para niveis da taxa do DI
futuro).

Caso esse instrumento venha a ganhar liquidez no mercado brasileiro, seria o instru-
mento mais adequado para, apds um estudo de sensibilidades, efetuar o hedge da convexidade

dos ativos indexados ao percentual do CDI.

0 payoff da parte compradora de varidncia nesse swap, para principal unitério, é: Varidncia Realizada - Preco
N
DI, \2
25251 (lnﬁ)

Operacdo, onde Variancia Realizada é definida por N
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Apéndice A

Modelo de Black

Embora existam os modelos especificos para renda fixa, o mercado utiliza como con-
vencdo o modelo de Black (1976), razdo pela qual € apresentado neste apéndice.
Neste modelo, assume-se que o preco do titulo € lognormal e tem desvio padrdo 6/ T —¢.

Em Hull (2003), o preco da op¢ao de compra do titulo é dado por
C; = B(t,T){Fp(t,T,U)N(d1) —KN(d2)}

onde N(.) representa a fun¢do normal padronizada acumulada, Fp(¢,7,U) é o prego a

termo em ¢ do titulo vencendo em U para entregaem 7 e

i In(BELU)y L (T —p)

oVT —t ’
dy =d; —o\/(T —1).

No nosso caso, Fp(t,T,U) representa o futuro de DI a termo e o IDI a termo, todos em

preco (em contraposi¢do a taxa).
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