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Resumo

O objetivo do presente trabalho é apresentar a literatura de escolha estocastica,
discutindo suas fundamentacbes normativas assim como alguns de seus
problemas descritivos. Algumas das principais funcdes de escolhas estocasticas
sdo introduzidas e os axiomas que fundamentam suas representacdes Ss&o
apresentados. Especial atencdo € dada ao modelo padrdo de Luce, também
conhecido como multinomial logit, levando a discussdo do axioma conhecido
como independéncia das alternativas irrelevantes (I1A, do inglés) e de sua
representacdo como um modelo de utilidade randdémica (“random utility model”).
As limitagcdes descritivas dados pelos fendmenos conhecidos como efeito
similaridade (que surgiu do conhecido “duplicates problem”) e efeito de atracéo
(“decoy effect) sdo discutidos. Em seguida, sdo apresentados alguns modelos
alternativos que enfraquecem o IlA e que s&o consistentes com tais fendmenos.
Alguns exemplos sao discutidos ao longo do texto, ilustrando os diferentes

modelos.

Palavras-chave: 1. Probabilidade. 2. Escolha 3. Violagdes. 4. Suposi¢oes



Abstract

The aim of the present work is to present a literature of stochastic choice,
discussing its normative foundations as well as some of its descriptive problems.
Some of the main functions of stochastic choices are introduced and the axioms
that underlie their representations are necessary. Special attention is given to
Luce's standard model, also known as multinomial logit, leading to the discussion
of the axiom known as independence from irrelevant alternatives (lIA) and its
representation as a random utility model (“random utility model”). The descriptive
limitations of data due to the phenomena known as the similarity effect (which
arose from the well-known “duplicate problem”) and the attraction effect (“decoy
effect) are discussed. Next, there are some alternative models that weaken the
[IA and are consistent with such phenomena. Some examples are discussed

throughout the text, illustrating the different models.

Keywords: 1. Probability. 2. Choose 3. Violations. 4. Assumptions
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1. Introducéo

Nos estudos desenvolvidos pelos economistas, uma questdo central é
como os individuos tomam suas decisdes. Varios modelos se consolidaram ao
longo do tempo, mas sempre apresentando inovacdes devido a observacdes que
mostravam certos problemas descritivos. Com isso, tais modelos estdo em
constante aperfeicoamento, dado que passam a ser adaptados com as
observacdes empiricas e com a incorporacao de caracteristica ndo consideradas
anteriormente. Notadamente, observa-se na literatura o desenvolvimento de
diferentes modelos para o problema da escolha, utilizando conceitos conhecidos
como fungdes de utilidade, preferéncias e regras de escolha deterministicas.
Posteriormente, estas ultimas, foram adaptadas para o contexto de escolhas

estocasticas, levando ao conceito de func¢des de escolha estocastica.

Os modelos de escolha padrdes encontrados nos livros textos usualmente
supdem agentes racionais dotados de preferéncias que satisfazem os axiomas
de completude, continuidade, transitividade, dentre outros, assegurando a
maximizacao de utilidade. Entretanto, isso ndo é verificado em muitas situagoes,
como ocorre gquando ha violacbes da transitividade. Por exemplo, se um
individuo prefere beber Coca-Cola a Pepsi e prefere beber Pepsi a Guarana, a
transitividade imp&e que ele escolhera sempre o primeiro ao terceiro. No entanto,
tal comportamento nao é verificado em muitos casos ja que o tomador de decisédo
poderad escolher Guarana quando se depara com o menu de opg¢bes que
contenha somente Guarana e Coca-Cola. Numa perspectiva padrdo, esse
comportamento € visto como inconsistente por violar transitividade. A
abordagem de maximizacéo de utilidade ndo incorpora a possibilidade de um
individuo escolher 60% das vezes um determinado produto e em 40% das vezes
uma outra opcdo. Em consequéncia disso, o modelo padrdo ignora varias
possibilidades observaveis, ja que os individuos diante de situacdes muito
semelhantes podem vir a escolher opg¢des diferentes. A area de escolha discreta
surge com desenvolvimentos teoricos que incorporam a possibilidade de um

individuo fazer escolhas distintas em situacdo idénticas ou semelhantes.

Nesse sentido, com desenvolvimentos alternativos a abordagem classica
de funcdes utilidade, surgiram teorias que incorporam um fator estocastico a

tomada de decisdo, em que se permite que os agentes econdmicos escolham
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de forma randdémica as opcdes. Nessa classe de modelos, o mais conhecido foi
0 modelo de Luce (1959) em que cada alternativa x, dentro de um determinado
menu de opg¢des A, possui um valor, chamado valor de Luce e a probabilidade
de se escolher tal alternativa sera o seu valor dividido pelo valor dado pela soma
dos valores de todas as opc¢des pertencentes ao menu. O modelo de Luce
assume a hipotese de que todas as opcdes possuem probabilidades positivas
de serem escolhidas. A hipétese mais importante que caracteriza este modelo,
conhecida como Independéncia das Alternativas Irrelevantes, é que dada duas
opcOes arbitrdrias x e y, a razdo de suas probabilidades serd constante

independente do menu de op¢des em que estejam contidas.

Nesse sentido, se estabelecem férmulas para o calculo da probabilidade
de se escolher a opgcdo x dentre o menu de opg¢des A, como por exemplo a
formula p,(A). Esta expressao pode ser interpretada de duas formas: (i) este
valor pode representar a probabilidade de um individuo escolher a opcéo x no
menu A; ou (ii) a proporcao dos individuos numa dada populacdo que escolhem
a opcéo x no menu A, supondo que cada um integrante desta populacéo escolhe

somente uma das opg¢des no menu A.

Macfadden (1973) fez importantes contribuicdes ao provar que, sob certas
condi¢des razoaveis, 0 modelo de Luce coincide com a versdo de utilidade
randémica do modelo Multinomial Logit que € uma formulagcdo muito usada por
estatisticos quando se quer prever probabilidades ou proporcdes de uma certa
variavel dependente explicada por variaveis independentes. Sendo assim, tal
interpretacdo € muito aplicada na literatura de organizacao industrial quando se
calcula a participacdo de mercado das empresas. Por exemplo, suponha um
menu de alternativas A em que ha apenas trés marcas de refrigerante, desse
modo, qual serd a possivel fragdo da populagdo que escolhera a marca x de
refrigerante? Sendo assim, pode-se concluir que o conhecimento das
participacbes de mercado de cada marca é uma informacdo muito importante
para as escolhas de producéo, o que envolve as decisfes sobre a demanda de
insumos e a oferta do produto final. Nesse sentido, 0 modelo Multinomial Logit

se consolidou como uma importante ferramenta para a estimagao de demanda.
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Entretanto, foram constatados alguns problemas descritivos do modelo no
gual ferem algumas suposi¢cdes, como o caso do efeito similaridade que viola a
hiptese de Independéncia das Alternativas Irrelevantes (lIAl), quando se
observa a inclusdo de produtos similares. Por exemplo, considere um
restaurante com um menu oferecendo apenas as opcdes de peixe e de peito de
frango, onde, segundo a demanda observada, cada opcao tem probabilidade de
50% de ser escolhida. Entretanto quando se vai em um outro restaurante onde
h& um cardapio que contenha coxa de frango além das duas opc¢des anteriores,
faz sentido considerar a possibilidade de que a probabilidade de escolher peixe
ndao muda, mas por outro lado, a probabilidade de se escolher peito de frango
diminui — visto que ha opcéo similar com a do peito de frango — fazendo com que
a razéo entre a probabilidade de se escolher peixe e a probabilidade de se
escolher frango no primeiro menu de opcdes seja diferente da mesma razéo

observada no menu do segundo restaurante, violando assim o IAl.

Ademais, vale ressaltar que uma hipo6tese importante para o modelo de
Luce é a regularidade. Considere a probabilidade de se escolher uma dada
opcao x num menu A. Ao se retirar qualquer opcédo do menu a probabilidade de
se escolher x ndo pode diminuir. Analogamente, ao se introduzir uma nova opgao
a probabilidade de se escolher x ndo pode aumentar. Entretanto ha casos em
gue tal hipétese néo € verificada, ou seja, quando a adicdo de um elemento novo
no menu de opc¢des faz com que aumente a possibilidade de alguma op¢ao que
ja pertencia ao cardapio. Tal efeito de uma alternativa sobre a outra € chamada
de efeito Decoy. Por exemplo, imagine que o individuo se depare com duas
opcOes de celulares, um de 280 gigas e outro de 560 gigas, o primeiro custando
800 reais e o0 segundo 1100 reais, com isso, se adicionarmos um outro celular
gue tenha 380 gigas custando 990 reais, faz com que a probabilidade de se
comprar o celular de 560 gigas aumente visto que houve uma valorizacédo deste

guando a nova opcéo foi adicionada.

Com isso, tendo em vista tais fenbmenos € possivel constatar que o
modelo de Luce apresenta algumas limitac6es, desse modo, o modelo pode se
afastar da realidade, encontrando resultados menos consistentes. Em
consequéncia disso, surgem novos modelos como o de Eliminag&o por Aspectos

gue lida com a falta da Independéncia das Alternativas Irrelevantes, o modelo de
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Luce com Associacdo desenvolvido para resolver cenarios onde ha o efeito
Decoy. Sendo assim tem-se como objetivo analisar e discutir uma série de
restricbes do modelo de Luce em mais detalhes e apresentar alguns
desenvolvimentos mais recentes que levam em consideracéo tais possibilidades

comportamentais.

Por fim, a discussédo a seguir &€ desenvolvida em 4 partes. Secéo 1, a
revisdo de literatura em que serd mencionado estudos anteriores e posteriores
ao de Luce e suas comparacdes. Secao 2, discussdo da metodologia axiomatica
dos seguintes modelos: Modelo de Luce, Nested Logit, Eliminacdo Por Aspectos,
Modelo de Luce com Associacdo, além disso, apresentar os problemas

descritivos de tais trabalhos. Secéo 3, a concluséo do presente trabalho.
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2. Revisao da Literatura

A literatura de escolha estocastica comecou com Thurstone (1927) onde
teve como principal objetivo formular um modelo racional e quantitativo que
incorpora o0 conceito de dispersdo discriminatéria na lei do julgamento
comparativo que é o fato de que o individuo sob estimulos muito semelhantes
desperta processos discriminatorios diferentes, isto €, toma decisfes diferentes
em situacoes parecidas. Para isso, o autor prop6s uma escala psicolégica ou a
chamada continuum psicolégico que é a escala existente nos pensamentos do
consumidor, sendo esta, diferente de uma escala padrdo com numeros de
medidas prefixado onde o individuo julga suas preferéncias de acordo com tais
nameros. Sendo assim, tal escala é obtida por uma escala ordinal e esta, por
sua vez criada a partir de pares de estimulos no qual incorporara o conceito de
julgamentos comparativos. Sendo assim, ele modela tal caracteristica
psicologica em funcdo das diferencas entre dois estimulos e na medi¢cdo da
dispersdo discriminatéria (diferenciacdo perceptiveis dos estimulos) e a
correlacdo entre tais desvios discriminatorios. Ademais, o modelo tinha como

principal suposicdo de que haveria uma constante disperséo discriminatoria.

Posteriormente, surgiu o modelo de Luce (1959), dando um destaque
maior a essa area, onde criou-se uma funcao de escolha estocastica p no qual
o individuo escolhera de forma randémica as op¢cdes em um dado menu de
alternativas; sendo p,(A) a probabilidade de o individuo escolher a opgéo x
dentro menu de alternativas A. Dessa maneira, para o0 modelo ser condizente
com as situacdes de escolha, deve-se satisfazer as suposicdes Suporte Cheio
aonde todas as op¢des de um menu de alternativas possuem probabilidade entre
zero e um, 0 axioma de escolha e a principal, e a independéncia das alternativas
irrelevantes (IAl) em que a inser¢éo de uma opgao gera uma queda proporcional
das probabilidades das outras opcfes. Ademais, Luce prova que os dois ultimos
sao equivalentes. Por fim, neste modelo cada probabilidade de uma opc¢ao x ser

escolhida esta descrita no valor de Luce v,.

Sob uma outra perspectiva, Macfadden (1973) prop0s uma generalizacéo

para a formulacdo de modelos econométricos que capture o comportamento da
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escolha da populacéo a partir das distribuicdes de regras de decisédo do individuo
(qualitativamente e quantitativamente), chamado de Multinomial Logit, além
disso, provou que tal modelo equivale ao modelo de Luce, mas esta prova so6 se
verifica quando existe a funcéo p satisfazendo o Suporte Cheio e se esta seguir
um modelo de utilidade randémica U, que por sua vez, dependa de uma fungdo
de utilidade deterministica w(x) advinda da microeconomia mais um choque de
utilidade randémica nédo observada &, , este Ultimo se encontra no conjunto de
fungbes de utilidades aleatérias 2 em que abrange todas as possiveis mudangas
de preferéncias do tomador de decisdo. Ademais, tais choques precisam ser
independentes e identicamente distribuidos e por fim, possuirem distribuicdo
valor extremo com média zero. Ademais, tal resultado serviu para fazer
aplicacbes em diversas areas como escolha de numero de filhos, migracéo,

participacdo do mercado de trabalho, escolha de marcas de carro etc.

Dessa forma, surgiram alguns problemas descritivos referente ao Modelo
de Luce, como o efeito de Similaridade ou Duplications Problem analisado por
Debreu. S&o cenarios em que a Independéncia das Alternativas Irrelevantes &
violada, ou seja, quando surge um novo elemento no menu de alternativas e a
probabilidade deste ndo diminui a probabilidade dos outros elementos,
proporcionalmente. Tal irregularidade pode ser encontrada no paradoxo de Red-
bus/Blue-bus, onde ha duas opc¢des para viajar, a de 6nibus — trés concorrentes,
mas com servigos similares — e a de trem — duas concorrentes com 0 mesmo
conforto. Entretanto, nem sempre as 5 alternativas estdo disponiveis, sendo
assim, supondo em um cenario que s6 ha uma empresa de 6nibus e uma de
trem e que as probabilidades do individuo escolher tais op¢cdes sdo de 60% e
40% respectivamente, no entanto, surge a segunda empresa de 6nibus e com
isso, €& razoavel concluir que essa nova opgdo em nada impactara a
probabilidade do individuo escolher a empresa de trem, somente a empresa de
onibus, desse modo, a empresa de trem continua com probabilidade de 40% de
ser escolhida enquanto a outra terd uma reducao de chance. Por fim, é razoavel
supor que o resultado seria analogo se surgisse a segunda empresa de trem.
Sendo assim, para que existisse o IIA a empresa de trem e a primeira, de 6nibus

deveria diminuir proporcionalmente, para manter a razdo de antes (1,5).
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Tendo em vista tal irregularidade, surge o modelo Amos Tversky (1972)
em que basicamente deixava de analisar as probabilidades pela escalabilidade
simples proposto por Luce onde cada opcao x possuia o respectivo valor u(x).
Sendo assim, o autor comeca a analisar as alternativas em termos de
caracteristicas e cada uma delas possuia uma respectiva propor¢céao ao valor da
probabilidade de se escolher determinada opcdo. Desse modo, a cada estagio
se selecionava uma caracteristica fazendo com que certas opgbes fossem
eliminadas do conjunto de alternativas até permanecer apenas uma op¢ao. Com
isso chegava a conclusdo de que a probabilidade de se escolher x era a

probabilidade de escolher os aspectos de x.

Entretanto, surge um novo problema descritivo, chamado de Decoy Effect,
em que existem cendrios onde a regularidade ndo é verificada, ou seja, 0
incremento de um novo elemento no menu de alternativas faz com que aumente
a probabilidade de que uma outra opcao seja escolhida. Tal anormalidade pode
ser encontrada em algumas estratégias de marketing onde existem dois
produtos (A e B) no mercado, e a empresa resolve langar um novo produto
parecido com o A, entretanto, inferior a este em todas as caracteristicas, mas
superior em algumas caracteristicas do produto B, desse modo, a probabilidade
do produto A aumenta com a chegada do novo produto, fazendo com que o
produto B tenha uma menor chance de ser escolhido. Um exemplo claro foi o
caso das assinaturas da revista The Economist aonde a assinatura digital era
$59,00 e assinatura completa (Digital+Impressa) era de $125,00 e com isso
muitos escolheram a primeira opc¢éo, entretanto, quando se coloca a terceira
opcao que € a assinatura impresa a $125,00 também, faz com que muitos optem
por fazer assinatura hibrida, ou seja, aumentando a chance de esta ser
escolhida. Sendo assim, para que existisse a regularidade, a chance de os
individuos escolherem a assinatura hibrida teria que no maximo permanecer

constante.

Em consequéncia disso, surge o Modelo de Li & Tang (2016) que lida com
o Decoy Effect, no qual é chamado de Modelo Luce com Associagdo, ou seja,
uma extensdo de Luce em que cada alternativa & caracterizada pelo valor de
Luce atribuida aquela op¢do mais um valor de associacdo em que denota a

capacidade de tal opcéo atrair a atencao do individuo. Ele se baseia na ideia de
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gue mesmo que o individuo ndo seja atraido pela alternativa x na primeira vez,
ele pode ser atraido por uma alternativa que possua associa¢cao com ela e dessa
forma, passard a considera-la em sua tomada de decisdo. Por exemplo, o
individuo vai em uma livraria na busca de um livro que traria um alta utilidade
para ele, mas quando chega no local se depara com outros livros também e
passa a achar um deles mais desejavel do que o livro que o fez ir na livraria.
Além disso, tal modelo é fundamentado em duas férmulas a de saliéncia e
desejabilidade (serdo discutidas na secdo de metodologia). Desse modo, traz
resultados consistentes em cendrios onde a regularidade e a transitividade

estocastica nao sao verificadas.

Por fim, Koppelman em seu paper (The Generalized Nested Logit Model)
estuda 4 comportamentos de escolha de viagens intermunicipais de cidades que
estdo entre Montreal e Toronto. Para isso, utiliza um modelo criado por eles, o
Generalized Nested Logit (GNL) em que incorpora que a elasticidade cruzada de
pares de opcdes pode ser diferente através da alocacao fracionaria de cada
alternativa para um menu de nests, cada um dos quais tem um parametro de
dissimilaridade. Além disso, conclui que os modelos anteriores — Nested Logit
(NL), Paired Combinatorial Logit (PCL), Cross-Nested Logit (CNL) etc. — s&o
todos casos particulares do GNL, sendo assim, podendo ser utilizados apenas
guando forem satisfeitas as devidas suposi¢cdes. Ademais, verifica que o modelo
possui uma metodologia para melhor explorar as elasticidades cruzadas das
opc¢Oes sem precisar estimar uma grande quantidade de modelos distintos, como
€ necessario quando se estima pelo modelo NL.
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3. Metodologia

3.1 Fundamentacédo Axiomética Modelo de Luce.

Os modelos de escolha estocastica no contexto discreto assumem a
existéncia de um conjunto finito e ndo vazio X, o que determina a colecdo de

todos os menus de alternativas, que é dado pelo conjunto das partes de X:
2% = {A: A € X}.

Assim, tem-se que 0 humero de possiveis menus ndo vazios € dado por:
card(2¥) — 1 = 2¢ard®.1,

A principal classe de fung¢des considerada em modelos de escolha

estocastica toma as aplicactes
p: 2% x (2¥\ {2} - [0,1].

Uma aplicagdo p é chamada de uma funcdo de escolha estocéastica se

paratodo A € X, p(4,4) = 1 e afuncao
p(A): X - [0,1]
satisfazer, para todo x ¢ A,

px(4) =p(x;A):=p({x},A) =0

por ultimo,

pr(A) =1

X€EA

Tendo em vista a estrutura moldada acima, pode-se introduzir a primeira
propriedade de Luce que é a Positividade aonde p(x;{x,y,z}) = p(x;y,z) €
(0,1) para todo x e y pertencendo ao menu de alternativas X. Isto é, a
probabilidade de se escolher qualquer x em um menu binario que contenha a
0opcao X e y estara sempre entre zero ou um. Desse modo, ela cai na suposi¢cao
de que por mais que uma alternativa seja muito ruim, o consumidor ainda tem

chance de escolhé-la por erro.
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Ainda, uma condicdo mais forte a descrita acima é o Suporte Cheio,
aonde p,(4) € (0,1) para todo x pertencente ao menu de alternativas “A” e que
tal menu seja diferente de vazio. Isto é, a probabilidade de se escolher qualquer
0Opcao X em um menu genérico A sempre estara no intervalo de zero a um. Desse

modo, € uma condi¢do mais forte do que a de positividade.

Com isso, tendo em vista as suposicdes, € possivel introduzir o axioma
da escolha que é quando para todos os conjuntos nao vazios (menus de
alternativas com pelo menos uma opcéo) talque BS A< X, B' € A € X, temos

que:
px(A) = px(B)p(4; B)
px(A) = px(B)p(4;B")

Isto €, a probabilidade de escolher a opcéo x do menu de alternativas A €
igual a probabilidade de escolher primeiro o sub-menu de alternativas B contido

em A e depois escolher o elemento x de B. E analogo para o B'.

Por exemplo, tal axioma afirma que a probabilidade de um individuo
comprar o livro “Irracionalidade dos Agentes Econdmicos” na Amazon € a
mesma probabilidade de o tomador de decisdo ir primeiro na subsecdo da
Amazon de livros de psicologia (B) e depois escolher tal livro e que, por sua vez
€ a mesma probabilidade de ele ir a subsecdo da Amazon de livros de economia

(B") e em seguida, escolher tal livro.

Além disso, vale ressaltar que se p satisfizer o Axioma Escolha, temos
gue entéo a positividade valera se somente se o Suporte Cheio valera, ou seja,

px(A) > 0 para todo menu de op¢bes dado que A € X e x € A.

Ademais, a condicdo de Luce mais relevante do comportamento dos
individuos é a chamada Independéncia das Alternativas Irrelevantes. A equacéo

€ escrita da seguinte forma:

_ry)  px(4)
Blx,ylxUy) = 00D oy

Isto é, a razdo entre a probabilidade de escolher x quando se tem um

menu binario de alternativas (x e y) e a probabilidade de escolher y quando se
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tem esse mesmo menu de alternativas tem que ser igual a razao entre a
probabilidade de escolher x quando se tem um outro menu de alternativa que
contenha x e y, e a probabilidade de escolher y quando se tem esse mesmo

outro menu de alternativas.

Por exemplo, se o individuo encontra uma barraca de bebidas e lhe
oferecem suco e agua com probabilidade de escolha de 60% e 40%
respectivamente, a razdo entre o primeiro e o segundo produto sera de 1,5.
Entretanto, na barraca ao lado ha refrigerante além das outras duas bebidas,
desse modo a insercdo do terceiro elemento no menu de opgdes provocara uma
queda proporcional na probabilidade das duas outras bebidas, dado que exista
o |IAl. Desse modo, se consideramos 50% a probabilidade de eles escolher
refrigerante, a probabilidade de ele escolher suco e agua sera de 30% e 20%

respectivamente, de forma a manter o valor para as duas razoes.

Além disso, vale ressaltar que se p satisfizer a positividade, o Axioma da

Escolha é valido se somente se o |Al é valido.

Com tais propriedades se chega no Teorema 1 (Luce 1959): A funcéo de
escolha estocastica p satisfaz positividade e o IIA se e somente se existir v: X —
(0,4 ) (ou seja, cada opcédo escolhida x tem um valor positivo de Luce v,) de

modo que para todo menu de opc¢des A ndo vazios e x € A. Temos que:

I’X
x A A —

VEA Vy

Uma outra condicdo necessaria ao modelo é que satisfaca a
Regularidade (Monotonicidade), isto €, quando para todo x € X e A, B sendo

menus de op¢des ndo vazios tal que B C A:

px(B) = p,(A)

Por exemplo, se um individuo se encontra com um menu com apenas
duas cervejas Heineken e Colorado e que tem probabilidade de 60% e 40%
respectivamente e de repente lhe € apresentado uma terceira cerveja sendo ela

a Skol, desse modo, como 0 menu cresceu para trés cervejas é esperado que a



20
probabilidade de se escolher a Hineken ndo aumente, isto €, possa cair ou no
maximo manter o valor de que era antes com apenas duas opc¢oes.

Desse modo, incorporando todas as caracteristicas descritas acima,

pode-se chegar no modelo Multinomial Logit:

exp(uy)

z yeA exp (uY)

(Substituindo os valores de Luce v, por exp(u,), aonde u, € o nivel de utilidade
gerado pela escolha da opcao x e a funcdo utilidade u: X - R € Unico, sendo

uma constante).

Por fim, estudos de autores posteriores nessa area (Block e Marschack),
(1960) desenvolveram o modelo de funcéo de utilidade randémica em um dado

menu de alternativas X:
U=wl)+é&,

aonde w: X — R é a funcao de utilidade deterministica e & 2 — R* € o choque
aleatério e ndo observado de utilidade (assumindo que a distribuicdo de & tem
densidade e satisfaz o Suporte Cheio). Ainda, se assumirmos que & for
independente e identicamente distribuido a partir de x € X o modelo acima sera

equivalente ao modelo Probit se & tiver distribuicdo normal com média zero.

Ainda, tal modelo pode ser interpretado na maneira em que o individuo

possui diversas funcdes de utilidade contidas no conjunto {2, sendo assim:
D) = wen:U,(x) 2U,(y)VyeA}

pode ser entendido como a situacdo em que o individuo, dado o menu de
alternativas A, maximizara sua funcéao de utilidade quando escolhe a opcgao x.
Entretanto, como é uma func¢do randdémica, o individuo em uma outra ocasiao,
podera maximizar sua utilidade escolhendo uma outra opgéo y, dado que possui

diferentes funcdes de utilidades.

Por exemplo, quando o individuo se encontra em um menu de opcdes em
gue s6 ha Coca-Cola e Guarana, possa ser que em um dia ele prefira o primeiro

ao segundo, portanto, maximiza sua utilidade escolhendo o primeiro. Entretanto,
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possa ser que em outro dia ele prefira 0 segundo ao primeiro, desse modo,

maximizara a funcao escolhendo o segundo.

Vale ressaltar que Mcfadden (1973) provou em seu teorema de que se p
tiver uma representacdo Logit com utilidade w, isto é, p sendo equivalente ao
modelo de utilidade randémica aonde U =w(x)+ &, sendo que & ¢€
independente e identicamente distribuido e tendo uma distribuicdo de valor
extremo com média zero. Desse modo, p sera equivalente ao modelo de Luce

tal que paratodo A € 2* \ {@#} e x € A:

exp (W(x))
2 yeaexp (W)

px(A) =

Note que de &, pode assumir as seguintes fungdes de probabilidade

acumulada:

F(x;p;0;0) = g—e T/ §E=0,u=0 x€R

_y—a

F(X:u;a;€)={g ’izg;f>0’“=0’xER
-(=n“

F(x;u;0;5)={i ’iig; §<0,u=0 x€eR

Além disso, tais autores provaram o teorema de que se a funcdo de
escolha randémica p for equivalente a o modelo de utilidade randémica, logo, é
satisfeito a regularidade, entretanto, a volta s6 é verdadeira para menu de

alternativas com no méximo trés opcgoes.

3.2 Problemas Descritivos

Tendo em vista, a condicdo de Independéncia das Alternativas
Irrelevantes do modelo de Luce, Debreu conclui que tal comportamento néo é
verificado em muitos dos casos (efeito similaridade), para isso, comprovou tal
violagdo examinando um exemplo de trés gravacOes, duas de Bethoven

parecidas (B;, B,) e a de Debussy (D), em seguida, supds que o individuo é

indiferente entre as trés opcoes, ou seja, p(B;; B,) = p(D; B;) = p(D; By) = 1/2 :
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desse modo, a razdo entre as probabilidades de se escolher a gravacdo de

p(D;B) _ Y5 _

Debussy e a primeira gravacdo de Bethoven =1~=1, sendo assim,
p(B1:D) /2

guando adiciona-se a segunda gravacdo de Bethoven no menu de opcdes —
satisfazendo a condicdo do IAl — a razdo das probabilidades deve-se

1
D;B4,B
permanecer a mesma oD _ 3

=1, entretanto, espera-se que essa
p(B1;D,B3) 1/3 P 9

probabilidade p(D; B;, B,) = 1/2 pelo simples fato de que adicionar uma mesma

gravagdo de Bethoven ndo mudard a indecisdo do individuo de escolher

Debussy tendo as trés gravacdes como 0 menu de alternativas.

Além disso, uma outra hipotese fundamental ao modelo padrdo é a
Regularidade, entretanto, em muitos cenarios tal hipotese nao € verificada. Por
exemplo, suponha que o individuo va ao cinema e se depara com um cardapio
gue contenha pipoca pequena (p) por R$10,00 e a grande (g) por R$ 20,00, e as
probabilidades de se escolher a pequena e a grande sao respectivamente,

p(p; g) = 2/3 e p(g;p) = 1/3. Por outro lado, tal individuo vai outra vez ao

cinema e agora se depara com um cardapio novo que contém além do tamanho
pequeno e grande, o0 médio (m) cujo preco é de R$18,00, desse modo, seguindo
a base normativa dos modelos anteriores espera-se que essa adi¢cdo faca com

gue no maximo p(g;p,m) = 1/3 , entretanto, isso ndo é verificado em muitos

cenarios, visto que, a inclusdo dessa nova op¢ao provoca uma valorizagdo sobre
0 maior tamanho por parte do individuo ja que a pipoca grande é apenas R$2,00

mais cara que a média. Em consequéncia disso, a probabilidade de se escolher
a opcao grande aumenta de forma que p(g;p, m) > 1/3, configurando assim, o

efeito Decoy.

Em consequéncia disso, surgem modelos como Nested Logit e o de
Eliminacéo por Aspectos que lidam com casos em que o IAl ndo é validado e por
outro lado, h4d o modelo de Luce com Associacdo que lida com a falta de

regularidade. Tais modelos seréo apresentados a seguir.
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3.3 Fundamentacao Axiomatica Nested Logit

A principal caracteristica do modelo logit aninhado é que as alternativas
podem ser subdivididas em subconjuntos chamados nests, onde Independéncia
das Alternativas Irrelevantes se mantém dentro de cada subconjunto (nest),

entretanto, isso nao se verifica para op¢des em subconjuntos diferentes.

Este modelo assume que o conjunto de alternativas X com m opcgoes
podem ser subdivididas em n subconjuntos sobrepostos denotados por B; ..., B,

ninhos.

O Modelo usas a formulacdo de utilidade Randdmica descrita
anteriormente, aonde o tomador de decisdo obtém da alternativa x encontrada

no subconjunto B, emque 1 <k <n

U=v,+ &,

Aonde, w(x) € a utilidade observada e &, a utilidade aleatoria tal que o
vetor € := (&, ...,&,) possui distribuicdo valor extremo, onde a distribuicdo

marginal de ¢, € univariada.

Ainda, note que a funcao de distribuicdo acumulativa do vetor aleatério é:

N
2 )

XEBy

J

onde, o parametro A, é o grau de independéncia do choque aleat6rio entre
as opc¢des no subconjunto (nest) k, note que quanto maior for o parametro, maior

o grau de independéncia.

Ademais, vale ressaltar que diferentemente do modelo Logit, os choques
podem ser correlacionados entre alternativas dos mesmos subconjuntos (o que
garante analisar e estudar cenarios em que o IlA ndo é satisfeito). Entretanto, é
assumido que ha independéncia entre alternativas que ndo se encontram no

mesmo subconjunto (ninho).
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Sendo assim, com tais resultados e suposi¢cdes de comportamento dos
choques aleatérios Daly and Zachary (1978), McFadden (1978) and Williams
(1977) conseguiram modelar a funcdo de Escolha Randdmica Nested Logit p"*

tal que para todo x € By:

Ae-1
expy / 1) (2 e, P (v / A1)

zn (2, es 50 (v /2))

=1

Vale ressaltar que quando A, = 1 (para todo k € {1, ...,n}) cada choque
sera independente um do outro, coincidindo assim, com o modelo Multinomial
Logit aonde nesses cenarios o IAl sera valido. Por outro lado, se A; € (0,1),
valera a funcdo Nested Logit e este serd consistente com a maximizacdo de
utilidade.

Por fim, Train (2009) provou que o modelo de Eliminacdo de Aspectos é
um caso particular do Nested Logit quando tais parametros que capturam a

correlacdo sdo positivos e proximos a zero.

3.4 Fundamentacdo Axiomética Eliminagdo por Aspectos

O Modelo de Eliminagao por Aspectos formado por Tversky se baseia na
escolha de alternativas — em que cada uma possui um conjunto de
caracteristicas, algumas peculiares e outras comuns as alternativas em um certo
conjunto de opcdes — por meio de estagios de eliminacdo de caracteristicas,
sendo estas tendo probabilidades proporcionais ao seu peso em cada

alternativa.

Por exemplo, o individuo se depara com um menu de trés opg¢des, moto,
carro e bicicleta. O primeiro estagio € a caracteristica de transporte, sendo assim,
nenhum é eliminado dado que tal caracteristica € comum as trés opc¢des, no
segundo estagio é o transporte que apenas duas rodas, desse modo, a opcao
do carro é eliminada, em seguida, a caracteristica selecionada € que tenha
motor, desse modo, a opgao de bicicleta é eliminada e sobra apenas a opgéo de

moto. Com isso, 0 modelo captura a probabilidade de tais caracteristicas serem
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selecionadas para assim obter a probabilidade de se escolher uma moto dentre

as outras duas opgoes.

Por uma perspectiva formal, considere uma op¢ao x que pertence ao
conjunto ndo vazio T de alternativas e seja x' ={a,f,...} 0 conjunto de
carateristicas pertencentes a op¢cao x. Voltando ao exemplo descrito acima, o
menu de opcdes seria T = {moto, carro, bicicleta}, aonde o conjunto de

caracteristicas de cada opcdao é:

x' = moto’ = {meio de transporte, possui motor, duas rodas, adrenalina}

!

y' = carro’

= {meio de transporte, possui motor, quatro rodas, confortavel}

z' = bicicleta’

= {meio de trasnporte, gasta calorias, duas rodas, confortavel}

Sendo w, as caracteristicas em comum com todas (meio de transporte),
tal aspecto pode ser removido dos calculos dado que ele ndo elimina nenhuma
opgéao; a,f,y sao as peculiaridades de cada opcédo (adrenalina, quatro rodas,
gasto de calorias); 6, g, p sdo respectivamente as caracteristicas compartilhadas
somente pela moto e o carro (possui motor), pela moto e a bicicleta (duas rodas),

pelo carro e a bicicleta (confortavel).

Seja u a funcdo de escala que associa cada caracteristica a um namero
positivo que represente a utilidade, e K a soma de todos os valores associados
aos aspectos que estdo sendo analisados, ou seja, K = Y. u(a). Sendo assim,
pode-se encontrar a probabilidade de se escolher a moto dadas as trés opgdes
P(x;T).

Note que x pode ser escolhido de trés formas diferentes, a primeira é se
for selecionado suas peculiaridades (u(a) / K), a segunda forma seria a selecéo
dos aspectos compartilhados somente por x,y, nesse caso, z seria eliminado
(u(@) - p(x;y) /K), por fim, a terceira seria a selecdo dos aspectos
compartilhados somente por x, z, com isso, y seria eliminado (u(p) - p(x;z) / K.

Desse modo, resulta-se na seguinte equacao:

p(;T) =1/ K)ula) +u@) - PCx;y) +ulp) - plx; 2)]
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onde:

u(a) + u(0)
u(a) + ulp) + u(B) + u(o)

p(x;z) =

Agora, considere Q como um conjunto qualquer finitos de opcdes sendo
AcQ de modo que A ={a|a € x'paraalgumx € A}, ou seja, Sao
caracteristicas de pelo menos uma opc¢ao que pertence ao menu de opgoes A e
A° = {a|a € x' para todo x € A}, ou seja, sdo as caracteristicas em comum de
todas as opcdes pertencentes ao conjunto A. Em consequéncia disso, o0 modelo
aponta que para toda op¢ao x pertencente a um conjunto A € Q segue:

N Zgex!—ao (@) p(xAg)
p(xp A) - ZBEA’_AOu(B)

Onde p(x;A,), é a probabilidade de se escolher x dentre as opc¢des que
contenham também a caracteristica a, vale ressaltar que se for escolhida uma
peculiaridade de x essa probabilidade sera 1. Ainda, se todos os elementos de
A compartilham das mesmas caracteristicas p(x; A) = 1/ (nimero de elementos
de A).

Por outro lado, considere um menu de opcbes em que todas as
alternativas compartilhadas pelos pares de x, y e z, w SG0 as mesmas, nesse
sentido, tais caracteristicas ndo afetam as probabilidades de escolha, logo,
podem ser removidas do modelo, sendo assim, x' Ny’ =@ para todos x,y

pertencentes a T, desse modo € gerado a seguinte equacao:

Yxex ula)

i) =g "B

jdque a € x’ implica que A, = {x} e p(x; x) = 1. Fazendo com que:

ulx) = z u(a)

xex!

Assim, a equacédo se reduz ao modelo de Luce, quando as opcdes

analisadas nao possuem caracteristicas em comum:

u(x)

plxid) = ZyeA u(y)
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Além disso, considerando um caso de escolha de probabilidade binaria,

obtemos o0 modelo de Restle (1961):

Zaex’—y’ u(a)

ZaExl_yu(a)+Zﬁey1_xl u(pB)

p(x;y) =

Onde, x' —y' ={ala e x' & a ¢ y'} € 0 conjunto de caracteristicas que
pertence a x mas ndo ay. De modo andlogo, y' —x' = {ala ¢ x' &a € y'} é 0

conjunto de caracteristicas que pertence a y mas néo a x.

Até agora, tal modelo foi formulado como a funcédo de escala u, para isso,
€ preciso conhecer todas as caracteristicas de cada alternativa, entretanto,
muitas vezes ndo € possivel conhecer os principais aspectos. Apesar disso, €
possivel trabalhar com o EPA pois podemos formular em termos dos
subconjuntos de @, ou seja, em termos das alternativas. Desse modo, podemos
usar a notacao U(x) para denotar o valor do conjunto de todas as peculiaridades

da opcdo x e ndo mais diferenciar as peculiaridades de x, dado que levam ao

mesmo resultado. De forma analoga podemos denotar U(x,y), U(X,z), U(Z,y),
respectivamente, como o valor do conjunto de todas as caracteristicas em
comum de x e y, em comum de x,z e em comum de z,y. Sendo assim, a funcéo
U se comporta como a soma dos valores de escala u. Dessa forma, podemos

expressar:

UX)+UY) p(y)+UXz)p(x;2)
U@+U@+U@+UuEy)+Ux2)+U[32)

Px (T) =

onde:

U (%) +U(xy)
U(@)+U@)+uxy)+Uu(yz)

p(x;z) =

Desse modo, pode-se concluir que a diferenca entre u e U é de que a
primeira funcéo é definida em caracteristicas individuais enquanto a segunda,

em conjuntos de caracteristicas.

Agora considere o conjunto A={a €Q'|laex' paratodox EA& a &
y' para qualquer y ¢ A}, ou seja, tal conjunto engloba as caracteristicas comuns
de todas as opcdes de A e que ndo pertencem a nenhuma op¢ao que nao esteja

em A. Por construcéo, U(A) = ¥ ezula) .
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Vale ressaltar, que tal modelo é valido, se somente se, existe a escala U

definida em {4,|4; c Q} tal que paratodo xe A c Q :

ZBL_M U(B,)P(x,ANB;)

ZA]EWM,)

px(A) =

onde w = {4;|4;, n A # A, 0}, faz com que o denominador seja diferente de
zero. Com isso, prova-se que hao € necessario possuir os valores das
caracteristicas especificas, podendo assim, ser formulada a partir dos
subconjuntos de Q. Portanto, podemos interpretar U(A) como o beneficio de

todas as opcdes pertencentes ao menu A.

Agora, podemos examinar o exemplo de Debreu pelo modelo EPA, desse
modo, suponha que todas as caracteristicas compartilhadas da gravacao de
Debussy (D) com Bethoven (B1) seja igual as compartilhadas de D com a outra
de Bethoven (B2), sendo assim, D é tratado como um conjunto disjunto no
sentido das caracteristicas. Além disso, tome U(B;) = U(B,) = a, U(B;B,) = b,
por fim, U(D) = a + b. Com isso, dado que o individuo é indiferente quando se
depara com tais escolhas binarias, podemos gerar a seguinte equacao:

a a+b
p(By; By) =

P — m = p(D; B;) = p(D; B;)

No entanto, como previsto intuitivamente havera uma desigualdade entre

as probabilidades analisando, em conjunto, as trés opcdes:

p(D; By, B,) = 222 @029 _ g . p. D) = p(By; By, D)

3a+2b 3a+2b

Com isso, pode-se concluir que tal modelo lida com o problema levantado
por Debreu em que o IAl é violado.

Ademais, segue abaixo uma descricdo das suposi¢cdes e consequéncias
do modelo EPA:

Em primeiro lugar, é assumido no modelo a Regularidade: Para todo x €
A € B, p(x;A) = p(x; B), ou seja, a probabilidade de se escolher o elemento x

em um menu de opg¢des com menos alternativas € no minimo igual a

probabilidade de se escolher tal opcdo em um menu de mais alternativas.
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A primeira consequéncia do modelo é de que ha transitividade estocastica

aonde p(x;z) =2 1/2ep(y;z) =1 /2 implica que p(x; z) = min[p(x;y), p(y; 2)]

A segunda consequéncia do modelo é relacionar as escolhas binéarias e
trinarias pela propriedade chamada Desigualdade Multiplicativa aonde
p(x;y,z) = p(x,y) p(x,z), isto é, a probabilidade de se escolher x dentro do
conjunto de opc¢des x,y,z € no minimo igual a multiplicacdo das probabilidade de
se escolher x de um menu X,y € 0 menu x,z, assumindo que tais escolhas séo
independentes, generalizando o caso, seria p(x; AU B) = p(x; A)p(x; B) para
todo A, B contido em T.

Por fim, relacionando as equacdes da Regularidade e da Desigualdade
chega no seguinte resultado: min[ p(x;y), p(y; 2)] = p(x;v,2) = p(x;y) p(x; 2).
Sendo assim, pode-se concluir que a escolha de probabilidade trinaria possui um
limite inferior pela consequéncia da multiplicativa e um superior pela

regularidade.

3.5 Fundamentagdo Axiomatica Modelo de Luce com Associacgao:

Tendo em vista, a condicéo de regularidade no modelo de Luce, Nested
Logit, Eliminacédo por Aspectos, ou seja, a adicdo de um elemento novo em um
conjunto de alternativas faz com que no maximo se mantenha as probabilidades
dos que estavam antes da chegada de tal opcao, entretanto, ndo é verificado em
alguns casos quando ocorre o efeito Decoy em que a presenca de uma nova
alternativa faz com que aumente a probabilidade de algum dos elementos. Em
consequéncia disso, os modelos anteriores podem trazer resultados que se
afastam da realidade. Por conta de tal problema descritivo surge uma extenséo
ao modelo de Luce chamado de Luce com Associagao no qual lida com essa

peculiaridade.

Por uma perspectiva mais formal assuma um menu de opcles X =
{x,y,z}. As alternativas x y z sdo elementos iguais, entretanto com qualidades
diferentes, x e z possuem a mesma qualidade apesar de z ser mais caro e y
possui uma qualidade inferior apesar de ser barata. Desse modo, espera-se que
p(x;y,z) > p(x;y), dado que z possui um efeito atracédo para se escolher x, ou

seja, como z e y possui a mesma qualidade do produto eles geram uma
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associacao entre eles, com isso, se o individuo se deparar primeiramente com a
opcéao z ele consideraria escolher a opcdo x também, por outro lado, isso néo
acontece com a opc¢ao y dado que é de uma qualidade inferior e ndo tera

associagao com z.

Seja X um conjunto finito ndo vazio que engloba todas as alternativas
possiveis. Seja D os subconjuntos de X. Assuma que o dominio satisfaca a
seguinte condicdo: A € D para todo A que contenha 4 opcdes e B € D sempre
quando Bc Ae A€ D. Seja D, =D \ @. Os elementos de D, s&o vistos como

conjuntos factiveis que o individuo se depara.

Seja p(A’, A) a probabilidade de o individuo escolher uma alternativa de
A' quando se depara com o menu de alternativas A. Além disso, Aditividade é o
requisito para que a funcédo p(.,A) seja de probabilidade. p(x,A) € (0,1) implica
gue a funcao de escolha randémica € ndo degenerativa, ou seja, cada alternativa

x no menu A é escolhida com probabilidade positiva.

Em um menu C que contenha os conjuntos de opcdes A,B, nés
denotamos a probabilidade relativa de escolher as op¢cdes em A e B dado o menu

C como:

p(4;C)

p(A,B|C) =m

Para todos os menus disjuntos em pares A,B,E € D, , define-se
B(A,BJAUBUE) — B(A, B|AUB) como o impacto probabilidade relativa de se

escolher A e B quando se adiciona o menu E.

Vale lembrar que a funcdo de escolha p € uma funcdo de Luce, se
somente se, ela satisfaca a Independéncia das Alternativas Irrelevantes (IAl),

com isso no caso mostrado acima:
B(A,BJAUBUE) —B(4,BIAUB) =0

Axioma APR — Aditividade das Probabilidades Relativas: para todos os

menus disjuntos em pares A,B,C € D,.:

B(AUB,CIJAUBUC) = B(A,ClAUC) + B(B,C|BUC)
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Tal axioma n&o implica que A ndo tem impacto na probabilidade relativa
de escolher B e C, ou que B ndo tem impacto na probabilidade relativa de se
escolher A e C, entretanto, implicam que tais impactos se cancelam. Nesse

sentido, o teorema mostra que o APR é uma outra formulac&o do 1Al de Luce.

Teorema 1: A funcéo de escolha é uma funcao de Luce, se somente se,

ela satisfaca o Axioma APR.

Tendo em vista as definicdes, pode-se chegar no modelo de Luce com
Associacdo em que cada alternativa € caracterizada por um valor de saliéncia,
valor de Luce e o valor de associacao das alternativas. Sendo assim, o tomador
de deciséo é primeiramente atraido por uma opc¢do x de acordo com a férmula
de Luce baseada na saliéncia e depois escolhe entre as alternativas que se
associam com opc¢do X de acordo com a formula de Luce baseada na

desejabilidade.

Retomando, o Valor de Saliéncia € uma funcdo y: D, — R,, que captura
a habilidade de uma alternativa atrair a o individuo na tomada de decis&o. E
importante notar que y, := y(x). Tal funcdo devera ser aditiva como o valor de

Luce. Com isso, para todo 4 € D,, temos que:

y(4) = z Yx

XEA

Associacao das Alternativas: Duas alternativas X, y possuem associagao
guando mesmo que o individuo ndo seja atraido primeiramente por x ele
considerara x em sua tomada de decisdo por ter sido atraido por y. Tal
caracteristica implica que a probabilidade relativa de x e y dado qualquer

conjunto sera constante, isto €, seguem o IAl.

Definicdo 1: duas alternativas x e y sdo associadas se em qualquer menu

de opcbes A que contenha x ey, B(x,ylA) = B(x,y|lx U y).

Denotamos x~y se estes sdo associados. A relacdo ~ é simétrica e
reflexiva. Ademias, denota-se A ~ B se para algum x € Ae y € B, temos que
x~y. Além disso, chama-se que um conjunto de alternativas A € uma colecéo de
opcOes com associacdo se x,y € A e x~y, portanto, A € L. Por fim, se A e B

possuem elementos em comum estdo conectados, mas mesmo que nao tenham
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podem estar conectados se existirem associacdo entre pelo menos um de seus

respectivos elementos.

Definicdo 2: A e B sao desconectados quando x e Aey € B e x € y hao
possuem associacdo. A notacdo sera A L B. O Axioma seguinte define que ~

possui uma relacao de transitividade, ou seja, se x~y e y~z implica que x~z.

Axioma T — Transitividade: A relacdo ~ é transitiva; desse modo, implica
gue se pode fazer particdes sobre o conjunto que engloba todas as alternativas
X da seguinte forma:{P;}],, tal que P; € L, para qualquer i = 1,2,...,n e P; L P;

para qualquer i,j =1,2,..,nei+j.

Suponha que AUB 1 C. Desse modo se o individuo for atraido pelas
opcOes do conjunto A U B ele nao considerara as alternativas do menu € quando
fizer a escolha e vice-versa. Em outros termos, a probabilidade relativa de se
escolher AU B e C condicionado a A U B U C depende apenas da atracdo de A U
B relativo a atracao de C, e atracdo A U B pode ser separada em duas partes, a
atracdo de A e de B. Em consequéncia disso, podemos afirmar que tal
probabilidade pode ser decomposta em duas, que é a probabilidade relativa de
se escolher A e C dado o menu AUC mais a probabilidade relativa de se

escolher B e € dado o menu B U C. Por dltimo, segue o axioma:

Axioma Fraco APR — Aditividade Fraca de Probabilidade Relativa: se AB 1
CeAUB 1C, entao:

B(AUB,CIAUBUC) = B(A,ClAuC) + B(B,C|BUC)

Modelo de Luce com Associagdo: para uma particdo de X e x € X,
denota-se P, a area que contenha x. Assim, p sera uma funcao de associacao
de Luce se existe uma particdo (P;)7-, de X, um valor de saliéncia y e o valor de
Luce v tal que:

yAnP) vx)
y(4) v((AnP)

px(A) =

desde que x € A € D,. Além disso, ((P)}-,,y,v) representa p se a equacao
acima assegura para qualquer x € A. Segue abaixo uma representacdo das

particoes:
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|Particio x Particdo m Particdo z,y,w... |Particio n

/ \

\ /

Axioma Fraco APR*: Se AnB=@® e AUB LC onde C € L, entdo
B(AUB,CIAUBUC) = B(A,ClJAUC) + B(B,C|BUC).

E importante notar que o Axioma APR implica no Axioma APR*. O
Teorema a seguir mostra que o modelo de Luce com Associacdo é a unica

funcdo que satisfaz o Axioma T e o Axioma Fraco APR*.

Teorema 2: O modelo de escolha € o de Luce com Associacdo, se

somente se, satisfaz o Axioma T e o Axioma Fraco APR*

Por exemplo, seja X ={x,y,z,w} , suponha que x~yz~w e que
({{x, ¥}, {z,w}},y,v) represente a fungdo p, onde vy =¥, =y =1, ¥y = 2,0, =
v, =1, v, =v, =2. Com isso €& simples de verificar que B(x,zlxUyUz) =
B(x,zlxuz) e Blx,w|lx UyuUuw) = B(x,w|x Uw). Isto é, y ndo tem nenhum

impacto nas probabilidades relativas apesar de ter associacdo com x.

Sendo assim, concluimos que x € X € uma opcédo isolada se para
gualquer y € X, ndo tem associagdo com x ou que B(x,zlxUyuz) =
B(x,z|x U z). Dessa forma, denota-se o conjunto de alternativas isoladas sob a

funcéo p de sp.

Teorema 2: se ((P;)i-,,v,v) representa a fungao de escolha p, entdo P; N
S, =0 ou P;cSp para todo i€ {1,2,..,n}. Aléem disso, se ((P)L.,y,v) e
((Pj);nzl,y’, v’) representa p, P/ ¢ X \ Sp implica que P; € um bloco de (P)™, .

Por ultimo, vale ressaltar que o modelo de Luce com Associacdo se reduz

ao Modelo de Luce tradicional quando todas as alternativas possuem
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associagcdes com elas mesmos, visto que, as razdes dos gamas (y) seréo iguais
a 1 e apenas restara os valores de Luce (v).

Tendo em vista a anomalia da irregularidade, segue um exemplo em que

0 modelo de Luce com Associacao lida:

Seja yy=1, v, =v,=2, o =v,=2, v, =1, onde x e z estdo no

mesmo bloco e y em um diferente. Sendo assim, temos o efeito atracéo:

p(x_y Z) — yx +yZ Ux — z
Y Yot Vy +VzVx+v, 5
Yx 1
Gy)=—""==
prGY Yx+vy 3

Proposicdo 1: As duas sentencas sao equivalentes

1. p(y,2) > p(x;y);
2. x e z estdo no mesmo bloco e y em um diferente, isto €,

VxS YaYxtVytVz
v:T vz Wy
Com isso, pode-se concluir que se x e z possuem associacdo, mas x e y
néo, a adicdo da alternativa z diminui a probabilidade de o individuo ser atraido
primeiramente por x e y, mas por outro lado, quando o tomador de decisdo &
atraido por z ele ainda considera x mas y ele descarta, desse modo, a
probabilidade de se escolher y sempre diminuird, ja para a op¢ao x vai depender
do valor de Luce, se x tem um valor relativamente maior que z entdo a
probabilidade de x ser escolhido aumenta quando se adiciona a opgao z.

Mostrando assim, o efeito atracao.

Por fim, se voltarmos ao primeiro exemplo de que ha trés elementos iguais
X,Vy, z, entretanto x e z possuem a mesma qualidade s6 que z sendo mais caro
e y de uma qualidade mais barata e concluimos que p(x;y,z) > p(x;y) , agora
se adicionarmos w que seja da mesma qualidade de x e z, entretanto, mais caro

do que z. Com isso pelo mesmo raciocinio conclui-se que p(z;y,w) > p(z;y).
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Definicdo 3: Transitividade por Atracdo. Para qualquer x,y, z,w € X,

p(x;y,z) > p(x;y) e p(zy,w) > p(z;y) implica que p(x;y,w) > p(x; y).

Proposicao 2: o Modelo de Luce com Associacao satisfaz a Transitividade

por Atracao.

Em outras palavras, pode-se concluir que se adicionarmos uma op¢ao w
gue possua um efeito atragdo sobre a opgao z — considerando que a adi¢&o
desta aumente a probabilidade de se escolher x contra y — Pode-se afirmar,
pelo efeito da transitividade, que a adicdo w aumentara também a probabilidade

de se escolher x contra y.
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4. Conclusao

O presente trabalho discutiu a literatura de escolha estocastica desde o
modelo Luce, apresentando suas caracteristicas fundamentais como a
Positividade, a Independéncia das Alternativas Irrelevantes e por fim, a
Regularidade. No entanto, foi mencionado alguns problemas descritivos ao
modelo padréo, justamente por apresentar cenarios em que o IAl ndo é satisfeito,
causado pelo efeito similaridade, casos em que a regularidade néo se verifica
acarretado pelo efeito Decoy. Com isso, tais problemas suscitaram o
desenvolvimento de novas aplicagbes que capturassem esses efeitos, como o
modelo Eliminacdo por Aspectos, o Modelo de Luce com Associacédo e entre

outros.

Em consequéncia disso, surgiram novas opcdes para se estimar
resultados em areas de tomadas de decisdo dos individuos, organizacdo
industrial etc. Vale ressaltar que o analista se depara com trade-offs nas
escolhas de qual modelo usar dado que se utilizar o modelo mais simples, no
caso o Multinomial Logit, ignora-se o efeito da similaridade e o efeito Decoy, com
isso, dependendo da area que se estuda, o modelo podera trazer conclusées
distantes da realidade. Por outro lado, € um modelo simples com poucas
hip6teses e que ndo tem muitos parametros para se estimar. Em contrapartida,
usar modelos que capturem tais anormalidades, gerara resultados mais
proximos da realidade, entretanto, haverd um custo maior dado que ha mais
caracteristicas a serem estimadas, tera que incorrer em varios testes e outras

dificuldades.

Por fim, tendo em vista a discussé&o, cabe ao leitor verificar os fendbmenos
existentes nos cenarios em que estd estudando, se elas aparecem de forma
recorrente. Pois caso se confirme essas circunstancias deve-se tender a usar
modelos mais completos, caso contrario, € interessante utilizar o modelo de Luce

por sua simplicidade.
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