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RESUMO

MONTI, Alex. Um estudo do efeito da ndo arbitragem na classe de modelos Nelson-
Siegel de estrutura a termo da taxa de juros para o Brasil. 2010. 58 f. Dissertacédo
(Mestrado) — Insper Instituto de Ensino e Pesquisa, S&o Paulo, 2010.

Esse trabalho tem como objetivo estudar o efeito da adicdo de critérios de ndo arbitragem na
construcdo da estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ) para o mercado brasileiro. Foram
utilizados os dados dos contratos futuros da taxa de juros negociados na BM&F (Bolsa de
Mercadorias e Futuros) na comparacdo de dois modelos baseados no modelo paramétrico
Nelson-Siegel, sob métricas da andalise dentro da amostra e fora da amostra para diferentes
horizontes de previsdo e maturidades. Nesses modelos, sdo estimados fatores latentes, além
da dindmica intertemporal desses fatores. Os resultados refletem o desempenho superior do
modelo que usa critérios de ndo arbitragem para prazos intermediarios e longos da ETTJ
brasileira nas previsfes fora da amostra. Concluimos, portanto que a adicdo de critérios de
ndo arbitragem para ETTJ brasileira esta incorporada aos precos dos instrumentos financeiros

analisados.

Palavras-chave: Nelson-Siegel; Taxa de Juros; Estrutura a termo da taxa de juros; Modelo

afim; Nao arbitragem, Filtro de Kalman



ABSTRACT

MONTI, Alex. A study of the effect of no-arbitrage in the class of Nelson-Siegel term
structure interest rates models in Brazil. 2010. 58 f. Dissertacdo (Mestrado) — Insper
Instituto de Ensino e Pesquisa, Sao Paulo, 2010.

This paper studies the effect of no-arbitrage restrictions on the construction of the Brazilian’s
term structure of interest rates. We use data from interest rate futures market traded on the
BM&F in the comparison of two models based on the Nelson-Siegel parametric model. We
use in-sample and out of sample metrics and different forecasting horizons and maturities. In
these models, we estimate latent factors, besides their intertemporal dynamics. Results show
the superior performance of the model that uses no-arbitrage criteria for medium term and
long term yields. We conclude that the prices negotiated of the analyzed financial instruments

incorporate the no-arbitrage criteria.

Keywords: Nelson-Siegel; Interest rate; Yield term structure; Affine model; No-arbitrage;

Kalman Filter



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 - Estatisticas descritivas da @amOSEIa .........c.ccueverierierenese s 31
Tabela 2 - Parametros estimados no cross-section de DL - AR(L) ...ccovveveiieieeiecie e, 39
Tabela 3 — Pardmetros estimados N0 MOdelo CDR. .........ccooiiiiiiniiineeeee s 40
Tabela 4 - Comparacao dentro da amMOSIIA .........ccveveiieiirerie e e 43
Tabela 5 — Comparacao das previsoes fora da amostra..........cccocvevevieiieiesieseenece e 45

Tabela 6 - Estatisticas descritivas dos Betas estimados no modelo de DL ........occovvevveeeeeieenn. 52



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Diversos formatos de possiveis estruturas a termo da taxa de juros..............ccccuv... 15
Figura 2 — Exemplo dos pesos dos fatores do modelo de DL. ..........cccoevveveeiiieie e 20
Figura 3 - Taxas de juros no periodo analiSado. ...........cccccveiiereiiieiieie e 31
Figura 4 - Mediana, Q1 (25%) e Q3 (75%) de cada uma das maturidades escolhidas. .......... 32
Figura 5 - Grafico dos pesos do modelo de DL com A de 0,0609. ...........ccccveveiinininininnnnnns 34
Figura 6 - Grafico de pesos com A de 0,014232. .....civeiiiiiiieiiiie e 35
Figura 7 - Série temporal do Beta 1 — DL. .....ccoviieiiiiececeee e 36
Figura 8 - Série temporal do Beta 2 — DL. ....c.oooiiiiiiiiicee e 36
Figura 9 - Série temporal do Beta 3 — DL. ....coooiiiiiiiiie e 37
Figura 10 - Exemplo de ajustes do MOdelo DL. ........c.cccooveiieiiiieiieceec e 38
Figura 11 - Diferenca da velocidade de decaimento com A de DL e de CDR. .........cccocvvenneee 40
Figura 12 - CDR - Série temporal d0 X 1. .....coooiiiiiiiiiieeie e 41
Figura 13 — CDR - Série temporal d0 X2..........ccooiiiiiiiiiiiieese e 41
Figura 14 - CDR — Série temporal do X3........cccooiiiiiiiiieeese e 41
Figura 15 - Gréfico das médias dos erros dentro da amostra. ...........ccccevereerenenenieseneeeneens 43
Figura 16 - Gréafico dos erros das previsdes fora da amostra para o modelo DL. .................... 46
Figura 17 - Gréafico dos absolutos das previsbes fora da amostra para o modelo CDR. .......... 46
Figura 18 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 21 e 42 dias Uteis. .........ccccceevrueneee 52
Figura 19 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 63 e 126 dias Uteis. ..........cc.cccveuenee. 53
Figura 20 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 189 e 252 dias Uteis. ...................... 54
Figura 21 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazo 378 dias Uteis. ..........c.cccevvevveirrennnne 55
Figura 22 - Box plot dos erros de previsdo fora da amostra. ...........ccoceveiereiieneneneneseseeeeas 56
Figura 23 - Erros dentro da amostra (Prazo 21 dias ULeIS) .......cceeereriririeniiieenie e 56
Figura 24- Erros dentro da amostra (Prazo 42 dias ULEIS) ..........ccceveeveeiieieeie e 57
Figura 25 - Erros dentro da amostra (Prazo 63 dias UeiS) .........ccceveeveeiieieeie e 57
Figura 26- Erros dentro da amostra (Prazo 126 dias ULEIS) ........ccevererirereeiienie e 57
Figura 27- Erros dentro da amostra (Prazo 189 dias ULEIS) ........ccevererirerieieeiie e 58
Figura 28 - Erros dentro da amostra (Prazo 252 dias UtIS) ........cccceeveeveeieeieiie i 58

Figura 29- Erros dentro da amostra (Prazo 378 dias UteiS) ........ccceveevieeeieeieiic e 58


file:///D:/Data/mestrado/dissertação/Texto/revisao_apos_banca/Alex%20Monti%20-%2020070707-MT.docx%23_Toc271984473

SUMARIO

1. INTRODUCAO
2. REVISAO DA LITERATURA

3. MODELAGEM

3.1 DL

3.2.1 Descri¢do do modelo
3.2.2 Estimagdo

4. APLICAGAO

4.1 2 RS s (=R D= To [0 LU

4.1.1 Instrumentos Financeiros

4.1.2 Observagées

4.2 Calibracdo do parametro de decaimento exponencial (A)

4.2.1 DL
4.2.2 CDR
4.3 Analise empirica e resultados ........cccoeeeeeiieeecciiee e
4.3.1 DL
4.3.2 CDR
4.4 Métodos de COMPAraga0 ......cceevureeeiicireeeiriieeeeecireeeeesrteeeesreeeeessreeeeeanns

4.4.1 Comparagdo dentro da amostra

4.4.2 Comparacgdo das previsées fora da amostra
5. CONCLUSOES
REFERENCIAS

APENDICES

12

13

18

19
22
22

25

29

29
29

30

32
33

35

35
35

39

42
42

44

47

49

52



12

1. Introducao

A construcdo da estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ) é um assunto de
extrema importancia para o mercado financeiro na precificagdo dos mais diversos
instrumentos financeiros de renda fixa. A ETTJ é utilizada por gestores de portfélios na
alocacdo de ativos, gerentes de risco de mercado no controle do risco das carteiras, na
construcdo de politicas monetarias pelos governos e bancos centrais, no aprecamento de
derivativos, na avaliacdo de projetos e na estrutura de capital das empresas no que se refere a
emissdo de divida. Através da estrutura a termo, é construido o planejamento das empresas,
refletindo-se a expectativa da economia embutida neles. A ETTJ tem uma questionada relacao
com a economia real no gue tange o consumo e o investimento, assim como a expectativa da
inflacdo futura. Além disso, uma das formas pelas quais as autoridades monetarias atuam na
economia é através da taxa de juros de curto prazo e no controle do estoque de ativos. Com
essa perspectiva, € essencial o entendimento da ETTJ para a analise do desempenho dessas

politicas monetarias.

Dessa forma, é necessario entender os requisitos dos modelos de ETTJ e a
compreender o aumento destes por demanda dos mercados. Esse aumento tem sido
acompanhado de perto pela literatura crescente nesse assunto. Os principais requisitos para a
ETTJ podem ser apontados como a identificacdo de suas forcas determinantes e a
compreensdo do modo de atuacdo da politica monetaria pelos bancos centrais. Além dos
requisitos usuais de flexibilidade numérica, econométrica e finalmente a inexisténcia da
possibilidade de arbitragem. Nessa literatura, tem se destacado a classe de modelos baseada
no artigo Nelson - Siegel [1987] por sua parcimonia, ajuste aos dados adequado e facilidade

de uso.

O presente estudo visa contribuir com a literatura comparando o uso de dois
modelos da ETTJ e o efeito da adi¢do do termo de nédo arbitragem na ETTJ brasileira. Os
modelos comparados sdo propostos no artigo de Diebold e Li [2006] e no artigo de
Christensen, Diebold e Rudebusch [2007]. Este ultimo adiciona os critérios de ndo

arbitragem supracitados. Os resultados mostram que a adi¢cdo do termo de ndo arbitragem
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melhora o desempenho das previsdes fora da amostra para 0 médio e o longo prazo da ETTJ

brasileira.

O trabalho é organizado da seguinte maneira: a secdo 2 descreve a literatura
existente para o mercado internacional e brasileiro. A se¢do 3 demonstra o arcabouco tedrico
dos modelos a serem comparados e 0os métodos de comparacdo. Na secdo 4 € feita a aplicagdo
dos modelos supracitados ao mercado brasileiro, em que é explorada a adicdo dos critérios de

ndo arbitragem. O trabalho termina com a secdo 5 que € constituida pelas conclusdes.

2. Revisao da Literatura

A literatura de estrutura a termo da taxa de juros € vasta com 0s mais
diferentes tipos de modelos. Dentre os modelos, podemos separar em classes conforme o
enfoque primério de cada um. Desta forma, dentro da vasta gama de modelos podemos citar
0s modelos baseados em n&o arbitragem (daqui em diante denominados Arbitrage Free
Models (AF)), os modelos baseados em equilibrio (EM) e a classe de modelos baseados no
artigo Nelson-Siegel [1987].

Os modelos de néo arbitragem (AF) procuram ajustar os pontos de mercado
dos instrumentos financeiros escolhidos com equacgdes definidas. Essas equagdes podem ser
polindmios, splines cubicos ou splines exponenciais, como em Vasicek e Fong [1982]. Esses
modelos acabam sendo bons modelos para comparagdes dentro da amostra e fracos
empiricamente na previsao das taxas de juros de longo prazo. Porém, sdo muito importantes
no aprecamento de derivativos como mostrado em Hull e White [1990]. Além disso, esse tipo
de modelo tem pouco a dizer sobre a dinamica da taxa de juros, ja que o modelo é empregado
utilizando-se dados de apenas um dia de mercado e ndo na série historica de precos.

Os modelos de equilibrio (EM) se preocupam com a dindmica das taxas de
juros instantaneas. Para essa classe de modelos, ¢ comum o uso de modelos afins (Affine
models), que trazem a conveniéncia de utilizar equagdes lineares de fatores latentes.

Ja a classe de modelos denominada Nelson-Siegel [1987] (abreviados como

Nelson-Siegel), tem como objetivo a construcdo de um modelo simples e parcimonioso para a
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estrutura a termo da taxa de juros, que seja flexivel o suficiente para representar 0os mais

diversos formatos de curvas. Dentro dessa gama de formatos, podemos citar:

e Monotdnicas ascendentes: quanto maior o prazo, maior a taxa de juros, porém
com aumentos que diminuem no tempo, convergindo assintoticamente para
uma taxa de juros de longo prazo. Isso demonstra uma expectativa de aumento

das taxas de juros pelos participantes do mercado.

e Humped: As taxas de juros de curto prazo e de longo prazo sdo préximas,
porém as taxas de prazo médio sdo maiores que as taxas de juros de curto

prazo e de longo prazo.

e Flat: todas as maturidades tém taxas de juros parecidas.

¢ Invertidas: sob certas condi¢fes ndo usuais, as taxas de juros de longo prazo
podem ser menores que as taxas de juros de curto prazo, demonstrando uma
desaceleracdo futura na economia ou até uma recessao futura. Além disso, esse
tipo de curva mostra que a expectativa para inflacdo é de permanéncia em

baixa.

Podemos observar os formatos (flat,invertida e monotdnica ascendente) supracitados na

Figura 1 - Diversos formatos de possiveis estruturas a termo da taxa de juros.
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Figura 1 - Diversos formatos de possiveis estruturas a termo da taxa de juros.

Para explicar os possiveis formatos da ETTJ descritos acima, podemaos citar:

A hipdtese de expectativas diz que a taxa corrente forward € igual a
expectativa das taxas a vista de curto prazo futuras.

A hipotese do prémio por liquidez explica que o retorno em titulos de
longo prazo deve exceder os retornos esperados de titulos de curto prazo para compensar 0s
investidores pela falta de liquidez dos titulos de longo prazo. Consequientemente, mesmo que
0 mercado esteja prevendo taxas futuras de curto prazo nos niveis atuais, a estrutura a termo é
uma funcao crescente da maturidade.

A hipoétese de segmentacdo de mercado e habitat preferido supde que
diferentes participantes do mercado tém preferéncias por titulos de prazos especificos. Assim,
devido as condi¢Oes diferentes de oferta e demanda, 0s precos e taxas de juros nos diferentes
segmentos tém uma relativa independéncia, deixando a curva ndo necessariamente suave e
continua entre os diferentes segmentos. Por exemplo, gestores de fundos de pensdo tém
preferéncia por titulos de longo prazo.

Em Longstaff [2000] e Fama e Bliss [1987] s&o mostradas evidéncias que
corroboram com a hipétese de expectativas para 0 mercado norte americano. Em Longstaff
[2000], séo usados dados das taxas de juros de curto prazo negociadas em transagdes de

overnight e em transa¢Ges com acordo de recompra (repo rates). A literatura para o mercado
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brasileiro é escassa quando comparada ao mercado internacional. O trabalho de Marcal e
Valls [2007] testa a hipotese de expectativas e ndo encontra evidéncias empiricas que a

corroborassem no mercado brasileiro.

Um modelo 6timo para a ETTJ deve obedecer as seguintes premissas:
e Deve proporcionar um amoldamento aos dados aceitavel.
e As taxas zero coupon e taxas forward devem ser positivas em todos 0s pontos
daETTJ.
e A ETTJ resultante deve ser continua.

e Deve existir uma taxa de juros assintética para o longo prazo da ETTJ.

Em Nelson-Siegel [1987], é observado que a classe de fungdes que
representam bem as curvas de juros sdo solucdes de equacdes diferenciais ou de diferencas. E
sugerida, entdo, uma equacdo baseada em trés fatores que define a taxa de juros y em funcgéo

da maturidade t:

1)

A

y(t) = oy + (o + 0(3)%(1 — e_% ) —oze

tendo os parametros da equacdo acima uma interpretacdo econdmica bastante plausivel. A
soma dos parametros a; e a, € a taxa de juros instantanea de curto prazo, @, € o valor
assintotico da taxa de juros de longo prazo e finalmente a diferenca y(o0) — y(0) pode ser
interpretada como a inclinacdo da ETTJ. J& o pardmetro a5 afeta a curvatura em prazos
intermediarios, com a5 > 0 temos funcbes concavas e para a; < 0 funcBes convexas. Além
disso, o B pode ser interpretado como a velocidade de convergéncia para a taxa assintotica.

Um ponto interessante de Nelson-Siegel [1987] é a vantagem dada pela
caracteristica assintdtica da convergéncia para a taxa de juros de longo prazo. Além disso, a
parcimdnia do modelo faz com que o mesmo seja facilmente estimado. Contudo, ndo evita a
possibilidade de arbitragem, ja que ndo séo incluidas restricdes com esse intuito.

Em Diebold e Li [2006] (daqui em diante DL), é construido um framework
a partir da equacdo sugerida em Nelson-Siegel [1987], com trés fatores dinamicos

(dependentes do tempo) que sdo interpretados como fatores latentes correspondentes a
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inclinacdo, a curvatura e ao nivel. Daqui em diante, este seré descrito como Dynamic Nelson-

Siegel (DNS).* O modelo utilizado segue a equaco abaixo de trés fatores:

()

exp (- Atr)) +p <1 — exp(—A,7)

/1tT At‘[ - eXp(_/ltT)>

V() = 1t + Pas (1 -

sendo os fatores {1 Bt Bse, A} €Stimados fixando um A, e com isso podendo ser usado
minimos quadrados lineares para cada més t. As previsdes do modelo foram comparadas a um
passeio aleatério. Entre os resultados desse artigo, pode-se citar o bom desempenho de
previsdo fora da amostra (para prazos maiores que um més, o modelo do artigo foi muito
superior ao passeio aleatorio), simplicidade de aplicacdo e finalmente uma boa aderéncia as
premissas para uma ETTJ 6tima.

Em Christensen, Diebold e Rudebusch [2007] (daqui em diante CDR), é
observado que o DNS é uma versao moderna dos modelos de fatores latentes que representam
a curvatura, a inclinacdo e ao nivel. Além disso, é descrita a facil estimacdo do modelo e a
ndo imposicdo de restricdes importantes que levam a possibilidade de existéncia de
arbitragem. Com isso, € sugerida uma alteracdo para impor restricbes de ndo arbitragem,
criando uma nova classe de modelos denominados Arbitrage Free Dynamic Nelson-Siegel ou
AFDNS. Isso foi obtido utilizando a mesma logica de transformacao dos parametros estaticos
de Nelson-Siegel utilizada por DL.

Em CDR, sdo comparados quatro modelos. Os dois primeiros modelos tém
analise em tempo discreto e sem a imposicdo de ndo arbitragem, o terceiro e o quarto modelos
tém a condicdo de ndo arbitragem adicionada. O primeiro e o terceiro modelos sdo modelos
com fatores independentes (a correlacdo é nula entre os fatores latentes). JA o segundo e o
quarto modelos tém a possibilidade de correlacdo adicionada aos fatores latentes. Em todos 0s
modelos é empregado o Filtro de Kalman para a estimacgdo dos fatores. O procedimento de
manipulagdo dos dados foi similar ao procedimento utilizado em DL e o resultado obtido com
o0 terceiro modelo tem desempenho em previsdes fora da amostra melhor que os outros trés

modelos.

! A base de dados desse artigo foi composta por titulos pablicos americanos (U.S. Treasuries) do final de cada
més. Foi utilizada a média entre a oferta de compra e a de venda no periodo de janeiro 1985 a dezembro 2000.
Foram eliminados titulos com opcdes de recompra e titulos com problemas de liquidez. Os prazos foram

ajustados com uma interpolagdo linear para obter vértices em prazos fixos.
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Em outra linha de pesquisa da literatura, temos modelos que incorporam
variaveis macroeconémicas na estimacdo da ETTJ, como em Ang e Piazzesi [2003]. Nesse
trabalho, foi mostrado que a adigdo de variaveis macroecondmicas contribui para uma melhor
previsdo fora da amostra. Em Diebold, Rudebusch e Arouba [2006], estudou-se a relacdo
bidirecional entre as varidveis macroeconémicas e a estrutura a termo da taxa de juros.

Apesar de escassa, a literatura para o mercado brasileiro, quando comparada
ao mercado internacional, alguns trabalhos proeminentes abrolharam nos ultimos anos. Por
exemplo, no trabalho de Vicente e Tabak[2007] para o mercado brasileiro é feita uma analise
da capacidade preditiva e a comparagdo entre um modelo DNS (DL) e um modelo afim
(baseado na proposta de Almeida e Vicente [2006]). Nesse artigo, para o teste de acuidade
dos modelos foi empregado o teste descrito em Diebold e Mariano [1995]. O resultado
encontrado mostra um desempenho superior de DL para previsdes fora da amostra.

Em Caldeira, Moura e Portugal [2009], a formulacdo de DL é utilizada
em previsdes da ETTJ brasileira, empregando-se contratos de futuros de DI1 no periodo de
Janeiro de 2006 a Fevereiro de 2009. Ao invés de utilizar a estimacdo em dois passos (usual
em grande parte dos estudos baseados em DL), é utilizado um Filtro de Kalman. Os
resultados para previsdes fora da amostra de um més, trés meses e seis meses tiveram
desempenho superior quando comparados a DL de dois passos e a um passeio aleatorio.

Os resultados obtidos nos estudos do mercado brasileiro sdo condizentes
aqueles encontrados no mercado norte americano. Isto ¢, o modelo de DL fornece uma
capacidade de previsdo superior aos outros modelos comparados para taxas de juros de longo
prazo. Porém, sdo necessarias mais pesquisas para encontrar modelos que tenham capacidade

preditiva adequada as taxas de juros de curto prazo.

3. Modelagem

Nesta secdo, € apresentado o arcabouco tedrico do modelo de DL e do
modelo de CDR. Primeiro, € apresentado o0 modelo de DL com a estima¢do em dois estagios
dos trés fatores latentes. A dindmica dos fatores latentes € modelada como um processo auto-

regressivo de ordem 1. Seguido, da apresentacdo do modelo CDR, também de trés fatores
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latentes, porém com a dindmica dos fatores implementada com um vetor auto-regressivo de

ordem 1.

3.1 DL

O modelo de DL soluciona o problema classico de estimacdo de taxas a
vista a partir de titulos zero coupon com diversas maturidades. As taxas de juros a vista sdo
calculadas através de sucessivos calculos das taxas forward implicitas ndo suavizadas. Com
isso, uma curva de taxas forward suavizadas € obtida através de uma regressdo dos dados em
uma forma funcional paramétrica proposta por Nelson-Siegel. Neste modelo, os fatores sdo
associados as taxas de juros de curto, médio e longo prazo. Esses fatores s&o em nimero de
trés e ganharam a interpretacdo usada em outros modelos, como o de anélise de componentes
principais. Um fator ficou com a interpretacdo de nivel, outro fator de inclinacdo e o ultimo de
curvatura.

A taxa forward instantanea para uma maturidade T é suposta como a
solucdo de uma equacéo diferencial de segunda ordem com raizes reais e diferentes. Ela pode

Ser expressa como:

fo@) =By, + By + By AeT 3)

A equacdo acima pode ser vista como uma constante mais uma funcdo de
Laguerre, que € um polinémio multiplicado por um termo de decaimento exponencial. Dessa

forma, a estrutura a termo das taxas a vista consequentemente €

(1 _ e—/ltr) 1— e—/lt‘r i (4)
Y (D) =By + By AT + B3, LT e M

A curva de juros é determinada pelos trés fatores e pelos pesos (loadings)
associados a eles. Além dos trés fatores B B,re B3y, também existe o pardmetro 2,
associado a velocidade de decaimento exponencial dos fatores. Assim sendo, pequenos
valores de A estdo associados a um decaimento suave e grandes valores de A a um decaimento

répido.
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Conforme se verifica no trecho do texto sobre calibracdo do A, para o
modelo de DL foi utilizado um A fixo 4, = 4 para qualquer t.
O peso associado ao primeiro fator £, , tem valor 1. Ja o segundo fator g, ,

(1—e~Mt7)

" , comecando com 1 e convergindo a zero
t

tem peso correspondente a

assintoticamente, conforme a Figura 2. Finalmente, o terceiro fator B,, tem peso de

1-e 47 AT 5
( — e ) correspondente a curvatura da ETTJ.

}.tT
1,2
1
N\
0,8 \
" \
g \
8 0,6 N essese Pasol
o ~
0.4 ~ = Peso2
- - = Peso3
0,2 /
0
0 20 40 60 80 100 120 140
Prazos em meses

Figura 2 — Exemplo dos pesos dos fatores do modelo de DL.

O peso constante e igual a 1, da uma interpretacdo a B, de uma taxa de
juros de longo prazo. O peso de f, , foi definido como inclinacdo e correspondente a y, (o) —
y,(0), convergindo assim para uma inclinagéo de —B, ., como explicado em Frankel e Lown
[1994].
DL discorrem sobre fatos estilizados da ETTJ norte americana e da
capacidade do seu modelo em replica-las, a saber:
e A curva da taxa de juros média é crescente e concava. Na abordagem de
Nelson-Siegel, a curva de juros média estd associada aos valores médios
de B, By € B3,
e A curva da taxa de juros pode assumir diversas formas ao longo do

tempo, conforme fato supracitado. Dependendo dos valores especificos
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assumidos pelos fatores B, ., B,, € B, . é possivel que a ETTJ assuma
gualquer um desses formatos.

e A dinamica das taxas é mais persistente que a dinamica das diferencas
entre as taxas relativas a prazos diferentes (spreads). A persisténcia das
taxas pode ocorrer se a dinamica do fator g, . for persistente, enquanto a

baixa persisténcia dos spreads pode ser observada se a dinamica do fator 3, ,

for pouco persistente.

Assim sendo, o procedimento utilizado corresponde a escolher um A fixo
para todo t e para todas as maturidades, seguido da execucdo de uma regressdo com minimos
quadrados ordinarios com os pontos dos titulos zero coupon para cada dia de mercado. Com a
observacéo de titulos com maturidades (4,7, , 73, ..., T,,) para cada dia de mercado t, obteve-
se uma serie de fatores Bi:By €Bs, -

Dessa forma, fica claro, pelo menos a principio, que o modelo proposto esta
em acordo com os principais fatos estilizados observados na ETTJ norte-americana.

Nesse ponto, é importante notar que se 0 objetivo de um estudo baseado em
DL for comparar as taxas de juros dentro da amostra, pode se parar por aqui. Mas o estudo de
DL foi adiante, visto que 0 mesmo tinha como escopo comparar previsdes fora da amostra.

Foi assumido no modelo que os fatores §,,, B,, € B, Seguem processos

auto-regressivos de ordem 1 (AR(1)) . Em outro modelo proposto em DL, os fatores latentes
foram colocados em um formato estado-espaco, na forma de um vetor auto-regressivo de

primeira ordem, VAR (1).

No caso do AR(1), a dindmica dos fatores é definida através da equacéo (5).

Bit+h =Ci+ Vifit + €& ,i=12e3 %)

sendo i correspondente a 1, 2 e 3 dos fatores 3, ,, B, , € B, € h um horizonte correspondente

ao numero de dias a frente do fator g original. Com isso, pode-se definir a expectativa da taxa

de juros para uma maturidade t e h periodos a frente do tempo t.
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(1 — e_lt+h'f) 1 — e~ At+nT B (6)
Eq (yt+h(T)) = ﬁl,t+h + ﬁZ,t+h AesnT =+ ﬁ3,t+h Ae4nT - e

No presente estudo, utilizou-se 0 modelo baseado em um processo auto-
regressivo de ordem 1 - AR(1) mostrado na equacdo (5). Portanto, a equacdo (6) sera
utilizada durante o processo de previséo fora da amostra estudada na sec¢ao 4.4.1.

3.2 CDR

Nesta secdo, sera apresentado o arcabouco tedrico do modelo CDR, seguido
da metodologia utilizada para a estimagdo do mesmo.

3.2.1 Descri¢cdo do modelo

Em CDR, tem-se uma derivacdo de um modelo afim de ndo arbitragem da
estrutura a termo da taxa de juros. Os fatores latentes tém a interpretacdo semelhante a
interpretacdo fornecida em DL, porém agora em tempo continuo.

A derivacdo de CDR para um modelo AFDNS (Affine Arbitrage Free
Dynamic Nelson-Siegel), comec¢a do modelo tradicional em tempo continuo afim definido em
Duffie e Kan [1996]. Nesse artigo, sdo definidos um processo de difusdo afim, um espaco de
probabilidade filtrado e uma filtracdo. A variavel de estado X; é assumida como um processo

de Markov que soluciona a seguinte equagdo diferencial estocéstica.

dX, = K°[6? — X,]dt + ZD(X)dWS° 2 )

Os fatores latentes tém a interpretacdo semelhante a interpretacao fornecida em DL. A

equacao (6) pode ser reescrita como:

2 . . . <
Em que W2 é um movimento browniano padrao.
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1-— 7 1-— —AeT 8
y@=L+s 222y ¢, (L - e—ﬂff) ©

AT AT

O primeiro fator L; pode ser interpretado como o nivel, o fator S; como a
inclinacdo e o fator C, como a curvatura. A partir do modelo acima e da equacdo (8), €
demonstrado que a aproximacao mais satisfatoria da funcéo de taxa de juros de Nelson-Siegel

tem a seguinte forma:

1—e™H7) 1—e Mt a (1)
— vl 2 ( 3 — AT t
y,(0) = Xg + X¢ T + X7 ( P e ) ) 9

em que Xi,XZ e X3 corresponde aos fatores latentes L., S.e C; respectivamente da equacédo

(8).
O ultimo termo da equacdo acima tem a interpretacdo de termo de ajuste da

o;1 O 0
taxa por maturidade. A partir da matriz de volatilidade £ = <021 gy, O ) , €sse termo é
031 O3z 033

deduzido como:

ay(r)  Al—1)?

(t—t) 6
_ p—Alr-t) _ ,—2A(1-t)
Lpal o1, -et) 1 (A-er®eY)
222 A3 (-1t 43 (T—1t)

_ 1 1 1 3 2 (1 _ e—l(r—t)) 5 1 — g—2AG-1)
4 —A(t-t) _ _ —2A(t—t) _ = p,—2A(t-t) 4 2
+C*[2,12+,12*(e )+ gpr - 0e az® IEECED) +8/13*< D) )]

_ |1 1 1 (1—e -0
D _ —t At _ =
* *[ZA(T It e /13< -0 )]

_ [3 1 1 3 (1—e D)
E S -A(r-t) 4 _ - _ —A(r-t) _ 2\ =~ 7
+ *[,126 +2/1(r t)+/1(r t)e

B (r-t)
_ e~ AE-D) — e2A(r-0)
+ Fx i+ie—l(‘r—t)_(i)e—zl(t—t)_i(l e MY) 3 (1—e )
A2 7 )2 22 A3 (t—1¢) 43 (t—1t)

sendo:
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F = 051031 + 05,03,

E interessante notar que a escolha da matriz de volatilidade X afeta o valor
da taxa de juros tanto através da dinamica das variaveis de estado como através do termo de
ajuste supracitado.

Vale notar que os modelos seguem uma estimacdo em um Unico estagio.
Esse tipo de estimacdo é preferivel a estimacdo em dois passos, como em DL, ja que a
estimacdo dos pardmetros na segunda etapa nao considera a incerteza sobre os valores dos
pardmetros do primeiro estigio. Para isso, é utilizado o Filtro de Kalman, em que 0s
parametros sdo estimados concomitantemente.

Outra vantagem do modelo apresentado € o fato de estimar-se o fator de
decaimento exponencial A em conjunto com o0s outros fatores. J& no modelo de dois estagios,
esse fator é calibrado ex-ante de acordo com algum critério previamente escolhido. Essa
calibracdo é questionada por Almeida et al. [2007], em que diferentes escolhas de calibracdo
de A geram resultados bem diferentes de previsdes fora da amostra.

Os modelos de CDR sdo formulados em tempo continuo diferentemente de
DL. A equagéo de transicdo para eles tem a forma comentada anteriormente na medida Q de

probabilidade, porém agora na medida de probabilidade P:
dX, = KP[6P — X,]dt + ZdW}? (10)

No modelo (independent-factor AFNS ou modelo afim de ndo arbitragem
Nelson-Siegel de fatores independentes), as trés variaveis de estado sao independentes e tém a

forma abaixo na medida de probabilidade P.

dXe Kiy 0 0\[/6} X¢ oi; 0 0 /dw?
ax?|=(0 K, o ||[65]-([x?]|dt+| 0 o O |[dw?? (11)
ax; 0 0 K/[\65/ \x 0 0 o/ \qwpe

w TN
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Ja no modelo mais flexivel (correlated-factor AFNS ou modelo afim de nédo
arbitragem Nelson-Siegel de fatores correlacionados), existe a possibilidade ja comentada dos

fatores, assim como os choques, serem correlacionados.

1,
dX; ki; ki; kis\[/67 Xt oy 0 0 /dw¢?P
a2 |= (K Ky, Ko |[[ 65 |- [x2||dt+ (o1 o022 O || aw?P (12)
ax;/  \K K, KE/[\6)) \x! 031 032 033/ \qw,P

A equacdo de medida para correlated-factor AFNS e independent-factor

AFNS tem a forma abaixo, com a constante “(TL‘) ja definida na secdo de termo de ajuste da

taxa de juros por maturidade.

/1 (1—6_}‘11) (1—3_1"71 _ e_)u_l) \ a(ty)
ye(T1) | ” f_luz) ) /'lr_lhz | X1 /aal )\ €:(1q)
- —€ _ oA 2
yt(ITZ) = | 1 Aty ( Aty ¢ TZ) I th - i T2 i + Et(;TZ) (13)
Y (Tn) (1—e7*m)  (1-e~Amn it & \—a(fn) / €:(Tn)
1 Aty ( Aty - € ) Tn

No presente estudo, estimou-se 0 modelo afim livre de arbitragem Nelson-
Siegel de fatores independentes, devido ao melhor desempenho em previsdes fora da amostra
encontrado em CDR nesse modelo. Além disso, esse modelo requer menor tempo
computacional para a maximizacdo da log verossimilhanca, que corrobora com a idéia de

parcimonia na estimacdo da ETTJ proposta em Nelson e Siegel [1987].

3.2.2 Estimagéo

Para a estimacdo do modelo afim de ndo arbitragem Nelson-Siegel de
fatores independentes e tempo continuo, utilizou-se a discretizacdo de At (tempo entre
estimacdes, no caso desse estudo 1 dia atil). Dessa forma, a equacdo de transicdo de estado

tem a forma:
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X, = (I —exp(—KPAt))6” + exp(—KPAt) X,y + 17, 3 (14)

em que 7, tem distribuicdo normal de média zero e matriz de variancia Q diagonal.

Ja a equacdo de medida tem a forma:
sendo A constante definida acima como termo de ajuste da taxa por maturidade. A matriz B
corresponde aos pesos de Nelson-Siegel. A estrutura do erro €, segue uma distribui¢cdo normal

de média zero e variancia H. A matriz H é diagonal e estimada durante a maximizacéo da log

verossimilhanca com o uso do Filtro de Kalman.
Célculo da matriz de covariancia (Q,) para o modelo escolhido

E observado em CDR que a matriz Q, tem uma forma especial. Essa forma

segue a equacao:
At
Q: = j exp(—KPs) L¥' exp(—KP's) ds (16)
0

Diferentemente do CDR, no presente estudo utilizou-se a solu¢do numérica
para a variancia ndo condicional e condicional obtida em Fackler [2000]. Neste, € deduzida
uma solucgdo para a média e a variancia condicional de processos de difusdo afim, a partir da

equacao diferencial estocastica abaixo:

dx = (a + Ax)dt + Cdiag(\/b + Bx)dW a7

Sendoaeb(nx1)eA, BeC(nxn)que podem ser constantes ou fungdes do tempo. Dessa

forma, sdo deduzidas a média e a variancia condicional como:

® Para garantir a estabilidade do modelo na estimac#o, foi adicionado um critério de tal forma a garantir que a

matriz K? seja positivamente definida.
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E¢[xtin] m, m
(vec(Vaf’i;Hh])) - (Vo) + (V11 ) Xt (18)

Sendo que m,, V,, my e V, satisfazem dois sistemas de equacdes diferenciais ordinarias em h:

(v)) = 4(y))
Onde:

a= [(C®%)Db]

e A 0
B [(C®C)DB' A1, + I ®A)]

sendo que @ representa o produto Kronecker de matrizes. Para o0 presente estudo, vale

observar que:
a = [KP6P] A= —KP b=1 B=0 C=2

Faltando definir a matriz D (n® x n) que tem valor 1 se i= (j-1)n+j e 0 caso
contréario. Utilizando-se as equacdes acima e a técnica de Runge-Kutta de solucdo de
equacdes diferenciais ordinarias, a matriz de variancia Q; é obtida em cada iteracdo do Filtro
de Kalman.

Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman para o modelo acima é utilizado para maximizar a
funcdo de verossimilhangca do modelo. O algoritmo do Filtro de Kalman utilizado foi
construido a partir da representacdo estado-espaco e do algoritmo descritos em Hamilton
[1994]. Alem disso, foi utilizada a metodologia apresentada em Nyholm [2008] para a
codificacdo em Matlab do Filtro de Kalman.

As condicdes iniciais do modelo sdo obtidas utilizando-se X, = 6” e
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Q,= fooo exp(—K"s) XX’ exp(—K"'s) ds.

O passo de previsdo pode ser observado através das equacdes abaixo:
Xtje-1 = EP[X¢|Yi—1] = (I — exp(—KPA))0P + exp(—KPAL) X4 (19)

Lije-q = exp(—KPA,) X, exp(—KPA)' + Q; (20)

sendo X, ., o valor do fator X, emt-1, e X;._; 0 valor da variancia da transicdo de estado.

No tempo t, com o passo de atualizacdo, tem-se o célculo do novo valor de
X, conforme equacao abaixo.

X = E[Xt|Yt] = Xt|t—1 + Z:t|t—1BFt_1"7t (21)
SendO Ve = y’t - E[@f’tlyt—l] = ’yut — A-— BXt|t—1 e Ft = COU(/U’t) = BZHt—lB, + H

A variancia também ¢é atualizada neste passo:

I = Zt|t—1 - Zt|t—1B,Ft_lBZt|t—1 (22)

Com as variaveis acima calculadas, é possivel calcular a log

verossimilhanca

T
N 1 1
log1(gs, 1) = ) (= log(2m) - log [l =5 o(Fi v 23)

t=1

em que N é o numero de taxas de juros observadas. A log verossimilhanga foi maximizada

através de algoritmo no Matlab usando as func¢des fminsearch e fmincon.
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4. Aplicacao

Esta secdo esta dividida em 4 subsecGes. Na subsecdo 4.1, a base de dados é
descrita com os instrumentos financeiros utilizados e os graficos da amostra escolhida.
Seguido da subsecéo 4.2, em que sdo demonstrados os critérios de escolha do parametro de
decaimento exponencial 1. J& na subsecdo 4.3, sdo mostrados o0s resultados da estimacdo dos
dois modelos escolhidos. Em seguida, a se¢do termina com a modelagem e a comparacéo das

previsoes fora da amostra.

4.1 Bases de Dados

Nesta secdo, sdo descritos os instrumentos financeiros utilizados na
estimacdo dos dois modelos (DL e CDR). Além disso, é feita uma analise da amostra

utilizada nas estimagcdes, através das estatisticas descritivas da mesma.

4.1.1 Instrumentos Financeiros

Os dados utilizados nesse estudo séo os contratos futuros DI1 negociados na
BM&F. O contrato de DI1 é um contrato em que é negociado o futuro de taxa média de
depdsitos interfinanceiros de um dia. A taxa média de depdsitos interfinanceiros de um dia
(DI) é calculada pela Central de Custddia e de Liquidacdo Financeira de Titulos (CETIP),
expressa em taxa efetiva anual, base 252 dias Uteis. O objeto de negocia¢édo do contrato futuro
é a taxa de juros efetiva até o vencimento do contrato, definida pela acumulacéo das taxas
diarias de DI no periodo compreendido entre a data de negociacdo e o ultimo dia de

negociacdo do contrato. O preco é calculado através da equacdo abaixo:

100.000

(1 + L)%
100

Preco = (24)
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onde n é o numero de dias Uteis entre o dia de negociacdo e o0 vencimento do contrato, i a taxa
negociada no contrato em pontos percentuais.

E interessante notar o tamanho do lote de negociacdo (R$ 100.000,00), que
dificulta a negociacdo desses contratos por pequenos investidores. Para outras taxas de juros,
como a taxa de juros em délares negociada no Brasil (Cupom Cambial), existem contratos
menores denominados mini. Vale observar também a existéncia de custos transacionais que
dependem do volume negociado e das posi¢cdes em aberto.

A liquidacdo e feita através de ajustes diarios das posi¢oes em aberto no dia
anterior e dos negécios do dia. Além disso, é exigida uma margem como forma de garantia
para todos os participantes com posi¢cdo em aberto. Dessa forma, observa-se que o contrato
DI1 é muito semelhante a um zero coupon exceto pelo fato comentado acima da liquidacédo
ser feita por ajustes diarios.

Os contratos tém maturidades com vencimento no primeiro dia atil do més
dos vencimentos. Existem contratos para 0s meses que iniciam cada trimestre (janeiro, abril,
julho e outubro), assim como os quatro meses subseqlientes ao més corrente.

O uso dos contratos futuros das taxas de juros no mercado brasileiro, ao
invés de titulos publicos, é usual dada a existéncia de prémio por risco de soberano. Essa
diferenca foi observada em Cabral [2007]. Nesse artigo, foi observada a existéncia de prémio
de risco embutido nos precos dos titulos publicos brasileiros da divida interna. Conforme a
previsdo da teoria dos prémios de risco, esse prémio cresce com 0 prazo, assim como a
volatilidade associada. Dessa forma, a utilizacdo de contratos DI1 para a estimacdo da ETTJ

brasileira parece bem adequada.

4.1.2 Observacoes

O periodo analisado foi de 06/Jan/2003 a 03/Jan/2007, obtendo-se assim
994 dias de negociacdo (dias uteis) e conseqlentemente 994 observacfes de cada um dos
futuros utilizados. Os precos/taxas utilizados foram aqueles do ultimo negdcio de cada dia. Os
contratos utilizados foram os onze primeiros contratos disponiveis em cada dia de mercado
que representam os contratos mais liquidos para o periodo analisado.

A partir das maturidades observadas em cada dia, foi feito o ajuste para
maturidades fixas de 21, 42, 63, 126, 189, 252 e 378 dias Uteis como de praxe nos estudos de
renda fixa, através de interpolacéo spline cubica. As estatisticas descritivas para cada vertice

estdo colocadas na Tabela 1 e a Figura 3 mostra a evolucdo de todas as curvas no periodo
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analisado. As Figuras 18, 19, 20 e 21 apresentam em mais detalhes cada uma das curvas das

taxas de juros do periodo em quest&o.

30 A
284 |
26 21 dias —
‘ 42 dias
;\3 24 63 dias T
- 126 dias
g 22 189 dias 0
o 252 dias
s 378 dias 1
s
~ 18
16
14
12—~ i}
10 - , -
Janeiro 2003 Janeiro 2004 Janeiro 2005 Janeiro 2006

32

Figura 3 - Taxas de juros no periodo analisado. Curva de 21 dias uteis em destaque.

Tabela 1 - Estatisticas descritivas da amostra. Prazos em dias Uteis. Unidades em %.

Prazos Minimo Maximo Média Mediana Desvio Padrao
21 13,0752 26,9068 18,3437 17,4895 3,6395

42 12,9300 27,3168 18,2643 17,5555 3,6417

63 12,7942 27,8086 18,1889 17,4663 3,6241
126 12,5266 28,7713 18,0152 17,3242 3,5501
189 12,4031 29,2851 17,9174 17,5304 3,5501
252 12,2882 29,8708 17,8757 17,6319 3,6005
378 12,1956 31,5902 17,8924 17,5299 3,7917

Janeiro 2007

Pode-se notar que no periodo analisado existem grandes variacdes nas taxas

de juros de curto prazo, refletindo as varias mudancas na conducdo da politica monetaria

Brasileira. Além disso, observa-se a ocorréncia do formato invertido da ETTJ na média das

taxas de juros de cada prazo.

No desvio padrdo observado, nota-se uma diminui¢do da
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volatilidade com o aumento do prazo, até a maturidade de 189 dias Uteis. Apds essa
maturidade, ocorre uma inversdo, com o aumento do prazo a volatilidade aumenta. DL
observou para a ETTJ norte americana uma diminuicdo da volatilidade com o aumento do

prazo, fato diferente do observado no presente estudo.

0,2
A A A
0,19 4 A
A
A
2 0,18
3
% 0,17 ‘Q1/4
(4]
x .
o 0,16 — Mediana
¢ * * . A Q3/4
0,15
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Prazo (dias uteis)

Figura 4 - Mediana, Q1 (25%) e Q3 (75%) de cada uma das maturidades escolhidas.

Na Figura 4, mostramos a mediana das taxas de juros dos prazos escolhidos,
assim como o primeiro quartil (Q1/4) e terceiro quartil (Q3/4). E possivel notar através da
Figura 4, que as distribuicdes das taxas de juros em volta da suas medianas tendem a ser
assimétricas.

E importante notar a diferenca nos estudos de ETTJ para o mercado
americano e para 0 mercado brasileiro no que tange ao prazo. Para o estudo de DL, o prazo
estudado foi de 120 meses. Para o mercado brasileiro, este prazo é inviavel devido a falta de
liquidez para os prazos longos. E de praxe no Brasil estudos mais curtos, com prazos indo
normalmente até dois anos, como em Vicente e Tabak [2007] que estuda o prazo maximo de

1 ano e Almeida et al. [2007] que utilizou 0 prazo maximo de 2,7 anos.

4.2 Calibracao do parametro de decaimento exponencial (A).

A sequir é discutida a escolha do A (parametro de decaimento exponencial)

para os modelos DL e CDR. E importante notar que a escolha do A fixo para todas
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maturidades em DL simplifica a estimacdo do modelo, assim como, reduz a chance de
otimizagdes numeéricas dispendiosas. Dessa maneira, 0 modelo DL pode ser estimado com o

uso de minimos quadrados ordinarios para cada dia de mercado.

421 DL

Em Almeida et al. [2008], sdo estudados diferentes critérios de calibracéo
do pardmetro do modelo que controla a inclinagdo e a curvatura de juros. A escolha do A é
analisada com critérios de previsdo fora da amostra. Testa-se, entdo, a robustez do modelo de
DL com relacdo a critérios de escolha do A.

No estudo de Almeida et al. [2008], sdo utilizados quatro critérios de
escolha do A. O primeiro critério € a minimizacdo do erro quadratico médio dentro da
amostra. O segundo critério € a minimizacao do erro quadratico médio na previsdo fora da
amostra para o horizonte de 1 dia. Ja o terceiro e o quarto critérios sdo semelhantes ao
segundo, porém com horizontes de 1 semana (5 dias Gteis) e 1 més (21 dias Uteis). As
previsdes foram feitas impondo-se um processo auto-regressivo (AR(1) ) dos fatores latentes.
Os dados de mercado utilizados no artigo foram os dados do periodo de Novembro 2004 a
Junho 2006 do mercado futuro da bolsa de mercadorias e futuros (BM&F).

Os resultados encontrados mostram que o primeiro critério ndo favorece
uma maturidade em particular em detrimento das outras. Outro fato observado foi a menor
dispersdo dos erros ao longo da curva para todos os horizontes de previsdo analisados. Desse
modo, é possivel concluir que esse critério tem a melhor capacidade preditiva de ETTJ como
um todo. No entanto, caso o objeto do estudo seja uma maturidade em especifico, a escolha
do A com o horizonte de previsdo conforme os critérios 2,3 e 4 resulta em uma melhor
previsao.

No modelo de DL, o parametro A ¢ baseado no fato do A determinar a
maturidade em que o peso da curvatura tem o seu valor maximo. Esse critério foi proposto
para um prazo médio da ETTJ, encontrando-se para o prazo de 30 meses um A igual a 0,609,

conforme grafico abaixo:
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Figura 5 - Grafico dos pesos do modelo de DL com A de 0,0609.

Como a conclusdo de Almeida et al. [2008] nédo € incisiva para previsdes

fora da amostra e incluindo-se o fato do presente estudo analisar a previsdo para Varios

horizontes de previsdo fora da amostra, adotou-se o critério de DL para maximizar a

curvatura. Como a curva brasileira € mais curta que a curva americana, escolheu-se

maximizar a curvatura para o prazo de 6 meses, correspondentes a 126 dias Uteis.

Dessa forma, serd fixado o valor A (A;= A para todo t) de tal forma que sera

possivel a utilizacdo de minimos quadrados lineares para a estimacdo dos fatores. Aplicando-

se o critério acima, obteve-se 0 A de 0,014232. Com o seu grafico de pesos correspondentes:
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Figura 6 - Grafico de pesos com A de 0,014232.

422 CDR

Para 0 CDR, o pardmetro A € fixo para todas as maturidades e estimado em
conjunto com 0s outros parametros. Dessa forma, ndo existe a necessidade da calibracdo desse
parametro ex-ante. Neste estudo, foi utilizado o A escolhido para a estimacdo do modelo de

DL como condicéo inicial para a estimacao do Filtro de Kalman.

4.3 Analise empirica e resultados

Nesta secdo, sdo apresentados os pardmetros estimados de cada um dos
modelos escolhidos e as séries correspondentes a cada um dos fatores latentes. Além disso,

sdo apresentados os resultados das estimacdes feitas no presente estudo.

431 DL

Nesse modelo, foram estimados os pardmetros do primeiro estagio atraves

da equacdo (4), realizando-se uma regressdo com minimos quadrados ordinarios para cada dia
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de mercado. Isso € possivel devido a linearizacdo do modelo obtida com a utilizacao de A fixo
para todas as maturidades, obtendo-se assim, as series correspondentes a cada um dos fatores,
os residuos e os erros correspondentes. As séries temporais correspondentes aos betas sdo

apresentadas a sequir.

0.35
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0.25— -
—
]
©
M
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Figura 7 - Série temporal do Beta 1 — DL.
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Figura 8 - Série temporal do Beta 2 — DL.
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Figura 9 - Série temporal do Beta 3 - DL.

Pode-se notar na Figura 7 um decaimento do valor do f; ao longo do
periodo analisado. Esse decaimento reflete uma expectativa de diminuicéo da taxa de juros de
longo prazo, condizente com a politica monetéaria e a expectativa de inflagdo no periodo em

questao.

Na Tabela 6, sdo apresentadas as estatisticas descritivas para os parametros
estimados. Nota-se, uma menor variabilidade no fator correspondente a inclinacdo (f,),

seguido do fator correspondente a curvatura (83).

Como ilustracdo, nés apresentamos na Figura 10 o ajuste aos dados em dois
dias de mercado com diferentes formatos da curva. E observavel claramente que o modelo de
DL é capaz de reproduzir os formatos das curvas citados na se¢do 2. No lado esquerdo, temos
o formato de uma curva monotonica ascendente e no lado direito, temos uma curva invertida.
Contudo, é possivel observar alguns erros pronunciados na curva da taxa de juros de 7 de
fevereiro de 2003, para o prazos de 252 e 378 dias Uteis. Esses erros serdo quantificados e

apresentados na secéo correspondente a analise dentro da amostra.
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Figura 10 - Exemplo de ajustes do modelo DL.

No segundo estagio do modelo DL, foram estimados os coeficientes
referentes ao cross-section apresentado na equacgédo abaixo para cada um dos horizontes do
exercicio de previsdo fora da amostra a serem comentados na se¢do 4.4.1.

ﬁi,t-l'h = Cl + Ylﬁlt + et Fi = 1I2I3 (25)

Com a equagdo acima, foram realizadas novas estimagdes utilizando-se
minimos quadrados ordindrios que resultaram nos seguintes coeficientes estimados do
processo AR(1) acima. A utilizacdo dos coeficientes da Tabela 2 ser& apresentada na secdo de

comparacéo das previsdes fora da amostra.
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Tabela 2 - Parametros estimados no cross-section de DL - AR(1).

Ci Yi
Horizonte de h = 21 dias

B1 0,030498]0,814797 0 0
B2 0,003543 0 0,768425 0
B3 0,001603 0 0 0,766029464

Horizonte de h = 63 dias

B1 0,110646]0,346434 0 0
B2 0,010852 0 0,147716 0
B3 0,004164 0 0 0,410829

Horizonte de h = 252 dias

B1 0,183797]-0,07374 0 0
B2 0,00558 0 -0,5454 0
B3 0,011318 0 0 -0,0947015

432 CDR

A partir dos modelos propostos em CDR, foi estimado o modelo AFNS de
fatores independentes. Nesse modelo, foram estimados os valores dos parametros através do
Filtro de Kalman. Essa estimacdo é bem dispendiosa com relagdo ao tempo computacional,
devido as otimizacdes computacionais necessarias no calculo da maxima log verossimilhanca.
E fato importante notar que isso restringe a possibilidade de repetidas re-estimacdes,
compreensiveis em um estudo de previsao fora da amostra®.

O A estimado nesse modelo foi de 0,01810, diferente de 0,01232 utilizado
em DL. Isso pode ser explicado pela estima¢do em um Unico passo de CDR em que o A foi
estimado em conjunto com os outros parametros. O efeito da diferenca do fator de decaimento
exponencial A pode ser observado através do grafico abaixo dos fatores de inclinagdo e

curvatura.

* Na previséo fora da amostra conduzida nas préximas secdes, e para efeito de comparacao dos modelos, néo foi

feita a re-estimacéo ao incluir novos dias de mercado na amostra.
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Figura 11 - Diferenga da velocidade de decaimento com A utilizado no modelo de DL e no modelo de CDR.

Percebe-se um decaimento do fator de inclinagdo (peso2) do modelo CDR

mais rapido que o modelo DL, devido ao A maior encontrado em CDR. Além disso, observa-

se que o fator correspondente a curvatura de CDR tem valor maximo em uma maturidade um

pouco inferior ao ponto de méximo de DL.

Na tabela abaixo, sdo mostrados os valores dos fatores encontrados durante

a estimacao.

Tabela 3 — Resultado da estimag¢ao do modelo CDR.

K", K7, K% 67 X1 X2 X3
K’;l 1,239961 0 0 0,185073 X 0,000431 0 0
Kg, 0 1,051352 0 -0,03515 X, 0,000107 0
K? 0 0  0,001259|0,005439 s 0  0,000105

Nota: Através do Matlab (funcdo fminsearch e algoritmo de Nelder-Mead) obteve-se um valor de log verossimilhanga

igual a 16115,57.

As séries temporais dos fatores X;, X; e X5 podem ser observadas abaixo:
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O mesmo decaimento notado anteriormente na Figura 7, correspondente ao
B, estimado no modelo de DL, pode ser notado na Figura 12, fator X;. O comportamento do
decaimento quase perfeito, observado na Figura 12 (que poderia indicar um possivel erro no
algoritmo utilizado), despertou uma reavaliagdo do algoritmo e uma nova estimacdo do
periodo em questdo. Contudo, ndo foram encontradas mais evidéncias de possiveis erros e a
nova estimacdo apresentou 0S mesmos resultados encontrados anteriormente. O
comportamento das séries acima, no que tange aos erros de estimacdo ou a especificacdo dos

modelos, sera analisada na secdo a seguir.

4.4 Métodos de Comparacao

Uma boa aproximacao da dinamica da ETTJ deve ter ajuste aceitavel aos
dados, assim como, um bom desempenho fora da amostra. Visto isso, a avaliagdo dos
desempenhos dos modelos é produzida com as comparacbes dos erros dentro da amostra,

assim como, 0s erros correspondentes as previsoes fora da amostra.

4.4.1 Comparacdo dentro da amostra

Para a avaliacdo do ajuste do modelo aos dados observados, foi feito o
calculo da média dos erros dentro da amostra e da raiz quadrada da média dos erros
quadréaticos. Os prazos analisados foram 0s prazos correspondentes a 21, 42, 63, 126, 189,
252 e 378 dias Uteis, que coincidem com as maturidades utilizadas dentro da estimacdo dos
modelos, fato requerido para uma comparacdo e andlise do efeito de ndo arbitragem em
estudos da ETTJ brasileira. A tabela 5 e a Figura 15 mostram que o modelo DL teve
desempenho inferior na comparacdo dentro da amostra se comparado ao modelo CDR. E
possivel observar isso devido a menor RMSE (raiz quadrada da média dos erros quadraticos)
para todas as maturidades comparadas. Além disso, a Figura 15 mostra um possivel viés do
modelo CDR se comparado ao DL, que tem as médias dos erros mais proximas de zero. Uma
possivel explicacdo para o resultado observado, é que a adi¢do de critério de ndo arbitragem
cria mais “amarras” ou restricdes ao modelo, fazendo com que o modelo CDR tenha maior
dificuldade de se ajustar aos dados observados. Em compensagdo, essas restricOes
proporcionaram uma melhora nas previsfes fora da amostra conforme observado na proxima

secao.
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As Figuras 23 a 29 mostram as séries dos erros dentro da amostra para 0s
dois modelos estimados. E possivel notar que as séries estdo em acordo com a Tabela 4,

mostrando um maior erro dentro da amostra do modelo CDR nas maturidades estimadas.

Tabela 4 - Comparac¢ao dentro da amostra. Unidades em pontos base.

DL CDR
Prazos Média RMSE Média RMSE
21 -0,0198 0,0728 -0,0989 0,8659
42 0,0124 0,0509 -0,1832 0,6397
63 0,0223 0,0868 -0,2286 0,5807
126 0,0040 0,0445 -0,2364 0,4125
189 -0,0200 0,0724 -0,1836 0,2088
252 -0,0243 0,0784 -0,1403 0,4413
378 0,0254 0,0801 -0,1341 1,1091
0,0500
+ +
0,0000 +. — ; ; ; ; .
0 + 50 100 150 200 250 300 350 400
-0,0500
£ 01000 ¥ +DL
y ¥ X CDR
-0,1500
X X
-0,2000
X X
02500 Prazos em dias uteis

Figura 15 - Grafico das médias dos erros dentro da amostra.
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4.4.2 Comparacao das previsoes fora da amostra

Para a avaliagdo da capacidade de previsdo do modelo, os dados foram
divididos em duas partes, sendo a primeira constituida por 794 observacGes no periodo de
Marco de 2003 até Fevereiro de 2006, utilizada para a estimacdo dos modelos descritos
anteriormente. Ja a segunda parte (compreendida entre Fevereiro de 2006 a Janeiro de 2007)
foi utilizada para previsoes fora da amostra. Sdo analisadas as previsoes para os horizontes (h)
de 1 més (21 dias Uteis), 3 meses (63 dias Uteis) e 12 meses (252 dias uteis) a frente do tempo
(®).

Para efeito de comparacdo, o modelo com melhor desempenho é aquele que
obtiver, para um dado horizonte e maturidade, a menor a raiz quadrada do erro quadratico
médio de previsdo.

Tanto para DL, quanto para CDR, o valor da taxa de juros depende somente
dos trés fatores latentes. Assim sendo, a estimacdo da previsdo da taxa de juros corresponde a
estimacdo da previsdo dos fatores latentes. Dessa forma, a previsdo é feita a partir de
Fevereiro de 2006 prosseguindo em direcdo a Janeiro de 2007.

Para o DL, foi utilizada a equacdo abaixo para a obtencdo de E, (yt +h(r)),

em que fi¢in Bar+n € Paern fOram obtidos através do segundo passo da estimagdo de DL,
comentado anteriormente. O valor parametro A utilizado foi 0 mesmo da estimacdo do
modelo, 0,014232.

(1 — e_lt+h7)

E; (yt+h(T)) = Bl,t+h + ﬁz,t+h AernT

1— e_lt+hf dirt
+ ﬁ3,t+h< Aent — e ftth ) (26)

Ja para 0 modelo CDR, foi utilizada uma equagdo semelhante a equacéo

a (1)

(26) com a adigdo do termo de ajuste da taxa de juros por maturidade, 0 Com 1isso,
utilizou-se a seguinte equacao:
B (1 — e7%e+nT) 1 — e~ At+n? s a.(7)
Et(yt+h(T)) = Xit+n +X2,t+hT+ X3 tn W‘ e tth - (t—1t) (27)

onde X; ¢1p, Xoern € X34, foram obtidos através da equagéo de transicéo de estado do modelo ,

equacdo (14).
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Tabela 5 - Raiz quadrada da média do erro quadratico das previsdes fora da amostra. Desvio padrdao entre parénteses e
unidades em pontos base.

h=21 h=63 h=252
Taxa T = 21 dias
DL 0,720334429 2,521433997 3,331758954
(0,192565) (0,698721) (1,206316)
CDR 1,293509471 1,113526803 1,081475812
(1,296683) (1,107342) (1,053721)
Taxa T = 126 dias
DL 0,682410862 2,444052158 3,801886761
(0,172239) (0,588052) (0,961684)
CDR 1,629847657 1,668829553 1,830150252
(0,984430) (0,935027) (0,982007)
Taxa T = 252 dias
DL 0,648023544 2,292012276 3,737362385
(0,194110) (0,606180) (0,966663)
CDR 2,491104348 2,532111128 2,650604692
(0,955446) (0,945684) (0,987456)

Nota: Os modelos com melhor desempenho para cada combinagdo de horizonte e maturidade foram marcados em
negrito. O erro de previsdo fora da amostra é definido como a diferenca entre o valor observado da taxa de juros y,.,(T)

e o valor estimado com cada um dos modelos Et(th (‘[)).

A tabela acima apresenta a raiz quadrada do erro quadratico médio em
previsdes fora da amostra para 0os modelos comparados. Os erros foram calculados em
previsdes fora da amostra para 21 dias, 63 dias e 252 dias a frente e com as maturidades de 1
més (21 dias Uteis), 6 meses (126 dias Uteis) e 1 ano (252 dias Uteis). Pode-se observar que
para prazos curtos da ETTJ brasileira, o0 modelo de DL teve um desempenho superior se
comparado a CDR. J& para prazos médios e longos da ETTJ, o CDR teve desempenho
superior no periodo analisado.

Os gréaficos das Figuras 16 e 17 mostram as séries dos erros. Percebe-se, no
gréfico correspondente ao modelo DL que as previsdes tiveram um aumento do erro em
modulo (observado para todas as séries). Isso pode ser explicado pelo método utilizado nas
previsdes fora de amostra, em que os pardmetros ndo foram re-estimados com a incorporagéo
de novos dias de mercado. Essa escolha foi feita para que os dois modelos tivessem a mesma
metodologia de previséo, ja que para o0 modelo CDR ficaria inviavel a re-estimacdo, devido
ao elevado tempo computacional requerido.

Além disso, é possivel observar na Figura 22 a dispersdo dos erros fora da

amostra dos dois modelos comparados. E possivel observar nesta, uma maior dispersdo dos
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erros no modelo CDR, para horizontes de previsdo correspondentes a 21 dias Uteis, em linha
com os resultados mostrados na Tabela 5.

0,01

——Horizonte 21 - Prazo 21

-0,01 —— Horizonte 21 - Prazo 126

——Horizonte 21 - Prazo 252

-0,02 ———Horizonte 63 - Prazo 21

Erros

—— Horizonte 63 - Prazo 126
-0,03

——— Horizonte 63 - Prazo 252
-0,04 A Horizonte 252 - Prazo 21
\V\/,\\\\/"\/ Horizonte 252 - Prazo 126

-0,05 ‘\.\,\ ———Horizonte 252 - Prazo 252

-0,06
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Figura 16 - Grafico dos erros das previsées fora da amostra para o modelo DL.
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Figura 17 - Grafico dos absolutos das previsdes fora da amostra para o modelo CDR.
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5. Conclusoes

Neste trabalho, procurou-se estudar algumas questfes importantes no que
tange a estimacdo da ETTJ brasileira, como a utilizagdo de um modelo afim com a adicéo de
termo de ndo arbitragem. Esse estudo foi feito através da estimacdo e comparagcdo do
desempenho dentro da amostra e fora da amostra no periodo de Janeiro de 2003 a Janeiro de
2007 para dois modelos baseados na classe de modelos paramétricos Nelson-Siegel.

E importante notar a impossibilidade da analise do efeito da adi¢do de
restricdes de ndo arbitragem em separado da estimacdo dos modelos. Visto isso, 0s resultados
apresentam, além do efeito da adicdo das restricdes de ndo arbitragem, os efeitos resultantes
da estimacdo de um processo AR(1) no caso do DL e um VAR no caso do CDR.

Com base nos modelos de DL e CDR, estimou-se a ETTJ brasileira
utilizando-se dados de futuros da taxa de juros negociados na BM&F com maturidades fixas
de 21, 42, 63, 126, 189, 252 e 378 dias Uteis. Para DL a estimacéo foi feita calibrando-se o 4
ex-ante e depois executando regressdes com minimos quadrados ordinarios em dois estagios.
Para CDR, a estimacdo foi feita através do Filtro de Kalman, em que todos os parametros
foram estimados em um (nico estagio. E deduzido a partir de um modelo afim, um modelo
que adiciona restricdes de nao arbitragem a ETTJ. As restricdes aparecem através da adicdo
de um termo de ajuste da taxa de juros por maturidade. As estimacdes foram bem coerentes
com que se esperava. Na comparacdo dentro da amostra, o0 modelo de DL mostrou
desempenho superior para todas as maturidades analisadas. Além disso, percebeu-se uma
possivel existéncia de viés através da analise das médias dos erros quadraticos. O modelo
proposto em CDR desempenhou melhor em prazos médios e longos da ETTJ brasileira na
comparacdo das previsdes fora da amostra. J& para prazos pequenos, 0 modelo de DL teve
desempenho superior. Isso demonstra que a adi¢cdo do termo de nédo arbitragem, assim como a
estimacdo em unico estagio, utilizando-se o Filtro de Kalman, favoreceu o desempenho das
previsdes fora da amostra.

Tentou-se melhorar a estimagdo do CDR com a estimagdo da variancia
condicional do modelo através da utilizagdo da solugdo numérica proposta em Fackler
[2000]. Outro fato importante a notar na estimacdo desse modelo, foi o elevado tempo

computacional requerido para a execugdo da mesma. Isso se deve ao elevado nimero de
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variaveis a serem estimadas no modelo, além dos métodos numéricos empregados para o

calculo da variancia condicional e para a maximizag&o da log verossimilhanga.

Outras possiveis extensdes a esse trabalho seriam a incorporacdo de um
termo para equacionar a falta de liquidez no mercado brasileiro, conforme proposto em
Fontaine e Garcia [2007]. Além disso, poderia ser estudado o desempenho dos modelos
através da utilizacdo de uma carteira tedrica de titulos, com a utilizacdo de técnicas de
imunizacdo (Hedge) em que o melhor modelo seria 0 modelo que tivesse a imunizacdo mais
efetiva e com 0 menor custo.
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APENDICES

Tabela 6 - Estatisticas descritivas dos Betas estimados no modelo de DL.

Desvio
Beta Minimo Maximo Média Mediana Padrdo

1 0,119630 0,340600 0,178153 0,168468 0,041457
2 -0,073787 0,074180 0,006946 0,009475 0,026755
3 -0,091696 0,066315 -0,004256 -0,008746 0,032241
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Figura 18 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 21 e 42 dias uteis.
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Figura 19 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 63 e 126 dias Uteis.
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Figura 20 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazos 189 e 252 dias uteis.
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Figura 21 - Taxas ao longo do tempo na amostra. Prazo 378 dias uteis.
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box plot erros de previsdo DL
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Figura 22 - Box plot dos erros de previsdo fora da amostra.
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Figura 23 - Erros dentro da amostra (Prazo 21 dias uteis)
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Figura 24- Erros dentro da amostra (Prazo 42 dias uteis)
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Figura 25 - Erros dentro da amostra (Prazo 63 dias uteis)
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Figura 26- Erros dentro da amostra (Prazo 126 dias uteis)
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Figura 27- Erros dentro da amostra (Prazo 189 dias uteis)
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Figura 29- Erros dentro da amostra (Prazo 378 dias uteis)
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