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Resumo

SALOME, Guilherme F. P. Superhedging em Mercados Incompletos. S&o Paulo, 2011. 48f.
Monografia — Faculdade de Economia e Administracdo. Insper Instituto de Ensino e Pesquisa.

Este trabalho realiza estudos na area de mercados incompletos quanto ao uso da teoria de
superhedging, desenvolvendo uma revisdo da literatura que aborda os pré-requisitos
matematicos, estatisticos e financeiros para o uso desse ferramental. Embasado nesses
conceitos, analisa-se tipos especificos de mercados incompletos, como o mercado de seguros
de automoveis e de seguros de saude, calculando precos de superhedging para diferentes
situacBes e apresentando a intuicdo econdmica dos resultados obtidos. Discute-se também
qual o impacto da regulamentacdo em mercados incompletos, considerando um contexto de
escolha amparada em curvas de utilidade.

Palavras-chave: Superhedging; Mercados Incompletos; Precificacdo de Ativos; Regulacéo.



Abstract

SALOME, Guilherme F. P. Superhedging in Incomplete Markets. S&o Paulo, 2011. 48f.
Monografia — Faculdade de Economia e Administracdo. Insper Instituto de Ensino e Pesquisa.

This work conducts research in the area of incomplete markets regarding the use of the
superhedging theory and also develops a literature review that addresses the mathematical,
statistical and financial prerequisites for the use of such tool. Grounded in these concepts,
distinct incomplete markets are analyzed, providing the superhedging price for specific
contracts and the economic intuition for the results obtained. Additionally, the impact of
regulation on incomplete markets is discussed considering the context in which choices are
supported by utility curves.

Keywords: Superhedging; Incomplete Markets; Asset Pricing; Regulation.



Sumario

I 10 T[0T RN 9
2 REVISAO UA LItEratU . cccccsseeeeereeeeerseeereesseeessesssessessssessesssssssesssessessssessessasessssssssssssssesssssasesssssasesssssnsassssanaas 13
2.1 AIGEDIA LINEAT «......cvovevevcveeeeteeet et s et s s saenens 13
2.1.1 Espacos Vetoriais € SUDESPACos VEtOriais ....c.ueireiiiiiiiiieiieeniee sttt st 13

2.1.2 Espacos Vetoriais Finitamente Gerados, Dependéncia Linear, Base e Dimensdo.........cccccuveeeunneen. 14

2.1.3 Transformagdes Lineares € Produto INTEINO .........cueieeiiiie ittt e et 16

W L oY= Tolo T D 1N T ISR 16

2.1.5 Cotas Inferiores e Superiores, SUPremos € INFIMOS .........ouvuvveeeeeeueieeeeeeeeeee e seses e 17

2.2 Elementos de Probabilidade............coouieiuiiiiiieeeeceee ettt ettt ettt s sre e reereenre e 17
2.2.1 Medidas de Probabilidade. ...........eeeiiieeiiiiiiiiee ettt e e e et e e e e e et rar e e e e e e e 17

2.2.2 ESPEranga Mate@mAtiCa ...c.ueeeueieiieeiieeriteeeiee ettt sttt ettt e st st e st e st e e s bt e st e e e abeesabeenanee s 18

2.3 INegral A& CROQUEL.......cveeieieie ettt e s e e st e et e e saeesseste e be e teessesssesssesaeesseenseensenssenns 19

BN AV =1 (0T (0] (0 - N 20
3.1 Modelagem de Cenarios, AtivOS FINANCEITOS € PIEGO .......eviirieiririeieirieesesie e sie st see st saene s 20
3.2 PrincCipio de NEO ATDITIAgEM .....ouiciiciecietee ettt sttt et te et et e st e be s beeteeseessesbesbesbesbeetaessessensens 21
3.3 Meditda NEULIA @0 RISCO ...c.vevvirieriieiiriieiteierie e steste st et et et e e stesteseessesseessessessestesaessesseensessessensessessesseessensens 21
3.4 Teorema Fundamental da PreCifiCagao 0 ALIVOS........ccveierierirerieieeeeee sttt e e naens 22
3.5 MUAANGA 08 BASE....ivieeieeeeeieieiesiesieeteeetetete e steste s e eseeseessessessestessessaeseensensessensesaessesseensensesensessessessenssensens 23
3.6 Portfélios Replicaveis, Ativos Redundantes € REIOINO .........cc.eceiveevieieiieniecteeie ettt ste e te e s eaens 23
3.7 CoNtrat0S A& DEIIVALIVOS .....c.ooueruieuirieiiieiietete sttt ettt sttt b e eb et e et e st e b e sbeebeeae et et e seesbesbeebesaeenteneens 24
3.8 Introducdo e Precificacdo de um Novo Ativo e Preco de SUPerhedging ........occeeeereeienienenienenenceieens 26
3.9 SUPEINEAQING PAra OPGOES ....eeveieieterieetteitet ettt sttt ettt et ettt bt bt et e e et e st e b e sbeebe e st eatenbesbesbesbeebeeaeenteneens 28

4 AplicacGes do Ferramental de SUPErNEQING ...cccveeeereeseriernieserisnnisseiesesssnsssnesssnsssssesssansssnnsssssssessssssans 29
4.1 Aplicacdo de Superhedging para 0 Mercado de Seguros de AUtOMOVEIS..........ccccvveeeeeeriereseseseeeeeenens 29
4.2 Superhedging com resultados NEO tFIVIAIS .....ccveveveeeereeieieriere sttt sa et sre e seesseneenes 33
4.3 Superhedging, Regulacdo e Curvas de UtIlIdade...........ccveveriereiinieneeieeee e 36
4.3.1 Regulagdo em um Ambiente de INdiferenga ........ooccuviiiieii e e 36

4.3.2 Regulagdo com Diferentes Métodos de ESCOING .........cccviiiiiiiiiiciiie e 38

4.4 Comentarios a Respeito da Regulacdo em Mercados INCOMPIELOS.........c.ccovveirerieieenierieereece e 43

SR 0] o To] 117 o TR 47

= =] =] (o] T 49



1 Introducao

A precificacdo de ativos é um problema comum em diversos mercados, que ocorre
quando se necessita calcular o prego justo de certo objeto, determinar o preco de um produto a
ser langado ou encontrar o prego de um bem que ndo € transacionado diretamente. Esse tema é
relevante ndo apenas para 0 sucesso de empresas e instituicbes financeiras, mas também para
a determinacdo da utilidade dos individuos e, consequentemente, influencia as relacdes de
oferta e demanda por bens, trabalho, moeda, dentre outras. Como os precos definem as
alocacOes de recursos que 0s agentes econdmicos irdo realizar, a sua exata determinacdo ird
repercutir em bons ou maus investimentos, impactando diretamente o desenvolvimento de
uma sociedade.

Nos casos em que se objetiva calcular o preco de um ativo ja disponivel no mercado
ou de um novo ativo a ser comercializado, como o valor da a¢do de uma empresa que ira abrir
seu capital, existem diversas teorias que propdem diferentes metodologias. De acordo com
Duffie (2003, p.642), no contexto de mercados completos com auséncia de arbitragem, pode-
se reduzir esses tipos de problemas ao calculo de state prices, no¢do originalmente proposta
por Arrow (1953), conceito que implica que o valor de um ativo é a soma ponderada dos seus
fluxos de caixa futuros descontados em cada momento pela taxa marginal de substituicdo
entre oportunidades de investimento e oportunidades presentes de consumo. Dessa forma, as
discussBes subsequentes a respeito da precificacdo nesse tipo de situacdo passam a se referir
as diferentes metodologias para estimar fluxos de caixa e suas taxas de desconto.

Jé& para 0s casos em que ndo ha a disponibilidade do ativo ou contrato para negociacao
no mercado, outro método se faz necessario para a sua precificacdo. Pode-se elucidar o
problema com um exemplo do mercado de seguros: muitas pessoas possuem um histérico
familiar com tendéncia a desenvolver diabetes e, portanto, estariam dispostas a fazer um
seguro para pagar pelo tratamento dessa doenca caso ela se manifestasse — entretanto — néo €
possivel contratar apenas esse servigo, isto €, deve-se adquirir um seguro que cubra diversas
doencas. Dessa maneira, diz-se que h4 um problema de mercados incompletos, ja que ndo é
possivel realizar o hedge perfeito referente a algumas contingéncias e, utiliza-se o ferramental

de superhedging (protecdo contra riscos ao menor custo possivel) para estimar seus precos.
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Nota-se entdo que a teoria de superhedging, como abordada por Follmer & Schied
(2004), é intrinseca a0 ambiente de mercados incompletos, e visa capturar as consequéncias
desta imperfeicdo na determinacéo dos precos.

Henderson & Hobson (2004) definem que uma carteira esta protegida por um
superhedge, ou foi super-replicada, quando o portfdlio que realiza a sua protecdo sempre gera
um resultado maior ou igual ao da carteira. Ainda, discutem que o preco desse hedge é aquele
gue minimiza 0s gastos para gerar essa protecdo. Outro exemplo do problema de
superhedging é aquele aplicado ao mercado de derivativos, e que é citado por Argesanu
(2004). Nesse caso, a carteira de superhedging é aquela que demanda a menor quantidade
possivel de capital, de modo que ndo se tenha riscos associados ao derivativo. Como exemplo,
suponha que tal derivativo seja uma posicdo vendida em um contrato futuro de dolares e,
dessa forma, o hedge imediato seria a compra do mesmo contrato. Porém, em funcdo de
iliquidez recente no mercado, suponha que seja impossivel comprar tal derivativo. Assim, 0
portfélio que protegera a posicao, serd a captacdo de ddlares, operacdo que certamente possui
um custo maior que a compra de um contrato futuro.

Pode-se entender esse problema também do ponto de vista da teoria da utilidade.
Carasuss & Réasonyi (2005) explicam que o custo de superhedging é a menor riqueza inicial
necessaria para se proteger de oscilagdes, isto €, o custo que o agente esta disposto a arcar, de
modo que ele tenha a mesma utilidade protegido e ndo protegido (mas sem custos).

Resume-se entdo o problema de superhedging como a determinacdo do preco daquele
contrato que garante o hedge — eliminagdo dos riscos - ao menor custo possivel, que em geral
implicard também na cobertura de algumas contingéncias adicionais. Observa-se que essa
cobertura fard com que o prego da estratégia de superhedging seja sempre portencialmente
maior que o preco do hedge caso o mercado fosse completo.

Ressalta-se que essa teoria se aplica em diversas areas de interesse financeiro, desde
renda fixa e renda variavel, até opcOes exaticas — pois sempre que ha mercados incompletos e
necessidade de protecdo da carteira, sera necessario realizar uma operagédo de superhedging e,
portanto, precificar tal operacéo.

Dessa forma, o objeto de estudo desse trabalho é a revisdo do material teérico que
embasa a teoria de superhedging e a aplicacdo desse modelo para 0 mercado de seguros e para
0 célculo dos precos de superhedging para opgdes, num contexto de dois periodos e um
namero finito de estados da natureza. Por se tratar de uma teoria cujo estudo ganhou maior
relevancia recentemente, ha potenciais impactos para a literatura econdmica, pois oferece

explicacOes adicionais a respeito da regulacdo financeira em mercados incompletos, que pode
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tornar algumas operac@es de hedge economicamente inviaveis, e acessa a dindmica de hedge
em mercados de seguros.

Na secdo 2, realiza-se a revisdo da literatura de algebra linear (subsecdo 2.1) e
elementos de probabilidade (subsecdo 2.2). A motivacdo para o estudo do primeiro tépico €
baseada no fato de que os mercados de ativos (considerados neste trabalho) podem ser
representados por vetores de precos e quantidades e, a relagdo entre esses, perpassa pelos
conceitos de transformacdo linear e espaco dual. Ainda, a partir de ativos primitivos,
consegue-se formar diversos portfolios e outros ativos de mercado, o que leva ao estudo de
conceitos como 0s de espacos vetoriais, subespacos vetoriais, bases e combinacdes lineares. A
motivacdo do segundo tdpico se d& em funcdo da modelagem do mercado financeiro, em que
se utiliza um modelo de dois periodos com precos futuros e diferentes cenérios, envolvendo o
calculo de probabilidades e esperancas. Também na secdo 2, apresenta-se o0 conceito de
integral de Choquet (subsecdo 2.3), que é aplicado em um caso especial (e recente na
literatura) do problema de superhedging.

Na secdo 3, apresenta-se a metodologia para o calculo dos precos de superhedging e,
para isso, introduz-se 0 modelo de dois periodos, os diferentes ativos financeiros, seus precos
de mercado e os possiveis cenarios de estados da natureza (subsecdo 3.1). Estuda-se entdo o
principio de ndo arbitragem (subsecdo 3.2) e a medida neutra ao risco (subsecdo 3.3),
essenciais ao desenvolvimento do modelo e que aparecem no teorema fundamental da
precificacdo de ativos (subsecdo 3.4). Em seguida, discute-se a comparacdo de precos em
diferentes periodos (subsecdo 3.5). Na subsecdo 3.6, desenvolve-se o conceito de portfolios
replicaveis, ativos redundantes e calcula-se o retorno esperado desses portfolios. Ja na
subsecdo 3.7, introduz-se diferentes contratos derivativos, 0s quais podem ser utilizados para
precificar seguros. Finalmente, apresenta-se o conceito de preco superhedging na medida em
que se introduz um novo ativo no mercado (subsecdo 3.8) e, expde-se um exemplo de
superhedging para op¢oes (subsecéo 3.9).

Na secdo 4, aplica-se o ferramental estudado para diferentes situacdes de mercados
incompletos. Inicialmente, discute-se um exemplo de precificagdo para 0 mercado de seguros
de automoveis e, relaciona-o a um problema de decisdo de um agente racional (subse¢éo 4.1).
Em seguida, detalha-se um caso em que o resultado do problema de superhedging gera uma
carteira de ativos cuja composi¢do ndo é trivial e, apresenta-se outra visdo acerca do mesmo
problema (subsecdo 4.2). Na subsegdo 4.3, discute-se dois exemplos de mercados
incompletos, nos quais o regulador da economia deve decidir acerca da criagdo de um novo

contrato. Na primeira situacdo discutida, considera-se que o regulador é indiferente quanto as
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opcOes apresentadas, enquanto na segunda, a decisdo do regulador é obtida através da
consideracdo de curvas de utilidade. Finalmente, na subsecdo 4.4, analisa-se a situacdo em
que o mercado de planos de saude é alvo de regulacdo e, discutem-se quais 0s possiveis
impactos para os diferentes tipos de usuarios.

Na secdo 5, discute-se os principais resultados encontrados com o modelo de
superhedging e se apresenta criticas ao trabalho, juntamente com sugestdes para futuras

expansoes e aplicacdes do modelo desenvolvido.
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2 Revisao da Literatura

Nesta secdo, apresenta-se as noc¢Ges matematicas que irdo embasar 0S conceitos
financeiros envolvidos. Motiva-se 0 estudo desse arcabouco matemaético, pois um mercado
financeiro em tempo discreto e com um nudmero finito de estados da natureza pode ser visto
como um determinado subespaco vetorial em que o preco dos ativos € dado por um funcional
linear. Ainda, o estudo de operacbes de hedge depende de conceitos como combinacéo linear
e espaco gerado, e, o conceito de mercados completos é intimamente relacionado ao conjunto

de medidas neutras ao risco.

2.1 Algebra Linear

As definigcdes e demonstracdes desta subsec¢éo estdo baseadas em Callioli et al (1989,
p. 42-151).

2.1.1 Espacos Vetoriais e Subespacos Vetoriais

O conceito de espaco vetorial surge do estudo de dois conjuntos (vetores da geometria
e 0 conjunto de matrizes reais de m linhas e n colunas, por exemplo) que aparentemente ndo
apresentam relacdo entre si. Todavia, quando se analisa a estrutura desses conjuntos, percebe-
se que ha uma série de similaridades quanto a diversas operacGes importantes. Desta forma, a
definicdo de espacgo vetorial pretende capturar todos aqueles conjuntos que possuam essas
operacOes, para que se possa estuda-los de maneira agregada. Estes conjuntos apresentam
intima relacdo com o mercado financeiro, pois um portfdlio de acdes, por exemplo, possui as

propriedades de um espaco vetorial como sera exemplificado a seguir.

Definigdo. Um conjunto V ndo nulo é um espago vetorial sobre R se e, somente se, tem-se
definido as seguintes propriedades:
1. Existe a adicdo de dois elementos de V (u e v, por exemplo) que gere um novo
elemento em V (elemento u+v), com as seguintes propriedades:
a. Propriedade Comutativa: u +v=v+u,Vu,v eV
b. Propriedade Associativa: u + (v +w) = (u +v) + w,Vu,v,w € V
c. Existe oelementoneutro:3o€V|ju+o=u,YuevVv

d. Existe elemento oposto: Vv € V,3(—v) eV |v+ (—v) =0
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2. Esta definida uma multiplicacdo de um elemento do conjunto de nimeros reais (o,
por exemplo) por um elemento do espaco vetorial (u, por exemplo), com as
seguintes propriedades:

« (fu) =(af)u|a,F EReueV

b. (a+Bu=au+pPula,pEReueV

i

c. au+v)=aut+av|a€Reu,veV
d 1su=u|lueV

Analogamente, percebe-se que um portfélio é composto por elementos, neste caso
acOes, e a compra de uma acao A e de uma acdo B ndo é diferente da compra de uma agédo B e
de uma acdo A (propriedade comutativa). Ainda, pode-se tanto comprar um acdo, quanto
vendé-la a descoberto (existéncia de elemento oposto). Aceita-se também que quando se
dobra a quantidade de acGes em um portfolio, dobra-se a quantidade de cada acgdo
(propriedade 2.c). Torna-se claro a importancia da definicdo de espacos vetoriais para se
entender as relacGes validas em um portfélio.

Define-se entdo que subespacos vetoriais sdo conjuntos contidos em espagos vetoriais
com propriedades semelhantes as definidas acima.
Definicdo. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um sub-espaco vetorial de V é um
subconjunto W c V, tal que se observe as seguintes propriedades:

1. Existe o elemento neutro, como definido anteriormente, no conjunto W, isto &,

0ew;

2. u+veW|vuveWw,;

3. (au) eW |Va e ReVueWw.

A partir desta definicdo, pode-se demonstrar que se W é um subespaco vetorial de V, e
V é um subespaco vetorial sobre R, entdo W também é um subespaco de R. De fato pode-se
entender uma carteira de agdes contidas no portfélio de um banco como um subespago

vetorial do portfolio.

2.1.2 Espacos Vetoriais Finitamente Gerados, Dependéncia Linear,
Base e Dimensao

Diversos espacos podem ser gerados a partir de combinagdes lineares de certos
elementos, levando a definicdo de combinacdo linear e de espaco gerado.
Definigdo. Considere V um espaco vetorial sobre R e S = {uy,...,u,} um subconjunto

contido em V. Pode-se construir um outro conjunto, denotado por [S], ainda contido em V a
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partir de S, de modo que [S] = {o<; uy + -+ + X Uy | K4, ..., X, € R}, € SE prova que esse
subconjunto é um sub-espaco vetorial de V. D&-se 0 nome de combinacéo linear & operagéo
feita para formar os elementos de [S] e 0 nome de sub-espaco gerado por S para [S].
Definicdo. Um espaco vetorial V é finitamente gerado se extiste um subconjunto S finito
contido em V, tal que V = [S].

Percebe-se que uma carteira de investimentos € uma combinacdo linear de ativos com

a guantidade comprada de cada um deles e, quando um ativo é formado através da
combinacdo linear de diversos outros ativos, diz-se que esse ativo € replicavel. E, para que
uma carteira (ou ativo) seja Unica, ela deve ser linearmente independente, 0 que suscita a
préxima definicdo:
Definicdo. Dado um espaco vetorial V e um conjunto de elementos desse espago L =
{uy, ..., u,} €V, diz-se que o conjunto L € linearmente independente se, e somente se, a
igualdade o¢; u; + -+, u,, = 0 com ;€ R s6 for possivel para o¢;= -+ =<, = 0. Diz-se
que é linearmente dependente se tal igualdade € possivel sem que «; seja nulo, para algum i.

Um conjunto Unico de acGes (independéncia linear) forma uma base de uma carteira,
pois a partir de uma combinacdo de compra e venda destas acGes (combinacdo linear), gera-se
tal carteira (espaco vetorial finitamente gerado). Nota-se que a defini¢cdo acima sugere que um
mercado é ndo redundante, quando ndo existem ativos replicaveis, isto &, o portfolio de acbes
é linearmente independente.

Matematicamente define-se que a base de um espaco vetorial finitamente gerado é um
subconjunto linearmente independente que é capaz de gerar esse espaco através de
combinac0es lineares.

Definicdo. Uma base de um espaco vetorial V é um subconjunto finito B contido em V que
verifica as seguintes propriedades:

1. [B]=V;

2. B élinearmente independente.

A definicdo de dimensdo esta relacionada a idéia de que um espaco gerado pode ser
formado por diferentes bases, mas o tamanho dessas é o mesmo. Para formular a definicéo,
deve-se antes expor o teorema da invariancia, cuja demonstracdo € apresentada em Callioli et
al (1989, p. 99-101).

Teorema da Invariancia. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial V finitamente gerado

contém o mesmo numero de vetores.
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Defini¢do. Define-se como dimensdo de V o nimero de vetores de qualquer uma de suas
bases.

Esta definicdo nos garante que um portfélio pode ser construido a partir de um
conjunto de ativos primitivos (base) e, dessa forma, a dimensdo de uma carteira define a
quantidade de diferentes ativos que foram utilizados para forma-la, isto é, quanto maior for a

dimensdo de um portfélio, maior sera a quantidade de ativos primitivos utilizados.

2.1.3 Transformac0es Lineares e Produto Interno

Analogamente aos espagos vetoriais, as transformacgdes lineares séo aplicagdes
(entende-se por fungdes) de um espaco vetorial em outro que conservam as propriedades de
soma vetorial e de multiplicacdo por escalar.

Definicdo. Dados dois espacgos vetoriais U e V sobre R, uma aplicacdo F:U -V €
considerada uma transformacéo linear de U em V se, e somente se, observam-se as seguintes
propriedades:

1. Flu +uy) =F(u)+Fuy),Yu,u, €U

2. Flau)=aF(u),VaeReu€eU
Definicdo. Dados x,y € R", o produto interno € denotado por < x,y > e é definido como
<Xy >= Yo XY

A nocdo de produto interno suscita um importante exemplo de transformacao linear de

py:R" > R

. ) n .
R™ em R, pois dado y € R™, a aplicacdo x—<xy>

é uma transformacéo

linear. Esse conceito é utilizado para o célculo do preco de um portfélio, pois envolve o
produto interno de um vetor de quantidades e de um vetor de pregos, que deve gerar um prego
unico para o portfolio. Utiliza-se nesse trabalho a notacdo x- y para representar a operagdo de

produto interno < x,y >. x —< x,y >

2.1.4 Espaco Dual

A definicdo de espaco dual perpassa pelos conceitos apresentados anteriormente,
unindo-os em um conjunto de combinacdes lineares de espacos vetoriais.
Definicdo. Dado um espago vetorial U sobre R, podemos afirmar que a colecdo de
transformacdes lineares de U em R também é um espaco vetorial sobre R. Dessa forma,
denota-se todas as combinacdes lineares de U em R por L(U, R) e, define-se esse conjunto
como espaco vetorial dual de U. Ainda, da-se o nome de forma linear sobre R ou funcional

linear sobre R para cada elemento do espaco vetorial dual de U.
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Encontra-se um resultado importante a partir desta definicdo. Dado um funcional
linear F:R™ — R, existe y € R™ tal que F(x)=<ux,y>Vx€R" Ou seja, toda

transformac&o linear é representada por um produto interno.

2.1.5 Cotas Inferiores e Superiores, Supremos e Infimos
Um conjunto S © R € limitado superiormente quando existe algum mg,,eri0r € R tal

que s* < ﬂguperior,VSi € S. Neste caso, diz-se que Tsyperior € UMa cota superior de S. Um
conjunto S < R € limitado inferiormente quando existe algum 7, ferior € R tal que st >
T feriors vs' € S. Diz-se que Tnferior € UMa conta inferior de S. Se S € limitado superior e
inferiormente, diz-se que S € um conjunto limitado, isto é, 3k > 0:s' € S = |s!| < k.
Seja S < R limitado superiormente e ndo-vazio. Um ndmero mg,,, € R é dito supremo
do conjunto S quando é a menor das cotas superiores de S:
a. Paratodo s’ € S, tem-se s* < Tg,, oy € R;
b. Sé Teyperior € R € tal que st < Tlsuperior Para todo st € S, entdo Tsup < Tsyperior-
Escreve-se mg,,, = supS.
Seja S R limitado inferiormente e ndo-vazio. Um numero 7, € R € dito infimo do
conjunto S quando é a maior das cotas inferiores de S:
a. Paratodo s’ € S, tem-se s* = my,f, 0 € R;
b. Se Tynferior € R é tal que s° = Ty erior Paratodo st € S, entdo mp, s = My perior-
Escreve-se m;, s = infS.
Os conceitos acima definidos sdo importantes para o entendimento do célculo das

cotas livres de arbitragem para ativos financeiros, permitindo a identificacdo do preco de

superhedging e do intervalo de precos livre de arbitragem.

2.2 Elementos de Probabilidade

Discute-se nesta subsecdo os fundamentos estocésticos para a formulagdo dos modelos
de superhedging e para a exploragdo de certos conceitos financeiros sob a Otica probabilistica,
baseado em Fernandez (2009, pg. 25-30 e 87).

2.2.1 Medidas de Probabilidade

Discute-se primeiramente 0 que é um espaco amostral. Suponha um experimento
aleatorio qualquer, como o langamento de uma moeda, diz-se que um conjunto € é o espaco

amostral desse experimento se para cada resultado da experiéncia, se associa um valor neste
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conjunto, isto é, quando se obtém cara no lancamento da moeda, associa-se o valor 1, e
qguando se observa coroa, associa-se 0 (os valores 1 e 0 sdo o espaco amostral desse
experimento). Define-se entdo como evento qualquer subconjunto de €, ou seja, o exemplo
citado 1 é um evento, 0 é um outro evento, assim como 1 e 0. Ainda, chama-se de eventos
elementares 0s eventos que possuam apenas um elemento. Deseja-se estudar a frequéncia com
que os eventos ocorrem, mais especificamente a frequéncia relativa desses eventos, e, para
IS0, usa-se uma funcéo que associa a cada evento uma probabilidade de ocorréncia. A essa
funcdo se da o nome de medida de probabilidade. Todavia, nem todo espaco amostral pode
possuir probabilidade calculavel para todos eventos e, dessa forma, necessita-se definir o
conceito de sigma-algebra.
Definicdo. Uma classe de eventos F em (. é uma sigma-algebra quando:

1. QeF;

2. SeA € F,entdo A® € F;

3. Se{A;, ..} c F,entdo U2, A; € F.

Dé-se a dupla (©; F) o nome de espaco mensuravel, pois se refere aqueles eventos em
que € possivel se atribuir uma medida de probabilidade, definida a seguir.
Definicdo. Para que uma funcdo P seja uma medida de probabilidade em uma sigma-algebra
F(£), deve-se osbervar as seguintes propriedades:

1. P:F—[0;1]eP(Q) = 1;

2. Se {Ay,..,A; ...} cF de modo que A;NA4;,i+#j, entdio P(U2,4;) =

24 P(A;). Esta propriedade recebe o nome de probabilidade sigma-aditiva.

Finalmente, denomina-se (; F; P) como o espaco de probabilidades. Essa definigdo é

fundamental para o estudo de financas, pois permite associar diferentes probabilidades de

ocorréncia aos eventos, isto é, permite acessar a expectativa dos agentes

2.2.2 Esperanca Matematica

O valor esperado de uma variavel aleatoria € dado pela sua média, isto é, aquele valor
que se espera observar quando se realiza o experimento. Apresenta-se a definicdo geral de
esperanga matematica.

Definicdo. Dada uma varidvel aleatoria X: Q — R que seja F — mensuravel e limitada,

define-se a esperanca dessa variavel com respeito a uma medida de probabilidade P como:

+oo

E(X) = deP = fo (P{w € :X(w) = A}) — 1)d7\+J P({fw € Q: X(w) = A})dA
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Para o caso finito, tem-se:

EC) = ) X(@)P(@)

2.3 Integral de Choquet

Baseado em Castro & Faro (2005), expde-se o conceito de integral de Choquet. Esse
conceito é uma expansao da integral usual, pois incorpora casos de funcbes discretas e,
associado a teoria da probabilidade, utiliza a no¢do de capacidade.

Definicdo. Tomando-se um conjunto Q ={1,..,K} e, considerando-se a familia de
subconjuntos 29 € S, define-se uma capacidade v como a aplicagdo v:2® — [0;1] que
cumpre as seguintes propriedades:

1. v(0)=0ev(Q) =1;

2. VE,F€2%EcF = v(E) <v(F).

Note que, ao contrario do caso de probabilidades, uma capacidade néo
necessariamente respeita a propriedade aditiva, isto €, ha casos em que v(E + F) # v(E) +
v(F). De fato, essa propriedade nos permite melhor estudar os problemas decorrentes de
algumas falhas de mercado, tais como incompletude ou custos de transacdo. Por exemplo,
alguns bens quando adquiridos conjuntamente podem custar mais que a soma do custo de
cada um deles adquiridos separadamente.

Defini¢do. Dada uma funcéo a, e supondo sua imagem Im(a) = {a;, ..., @y}, de modo que
a; = - = ay, ¢, definindo-se E; = a™*(«;), escreve-se a integral de Choquet como:

i

L(a) = zN:(“i — Qiy1) ¥V U(Ej)
i1

j=1

Note que quando v é uma medida de probabilidade, volta-se ao caso classico de
esperanga matematica visto anteriormente.

Um caso especial de capacidade que aparecem no estado de mercados incompletos é
dado por:

v: 2% > [0,1]

Onde existe uma particdo {By}i-, de Q, isto é, ByNB; = @,Vk # j e Uf_; B, = Q, e

existe uma medida de probabilidade P tal que para qualquer evento A € Q:

v = > P(BY
k:BpnA+Q
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Pode-se exemplificar tal medida com a figura abaixo:
Figura 1: Exemplo com Parti¢Oes

Fonte: Elaborado pelo autor

Onde se calcula v(A) = P(B,) + P(By) + P(By) + P(B;). No exemplo, quando se
quer a protecdo A contra as contingéncias B,, B,, B¢ € B sera necessario desembolsar a soma
do preco de cada uma delas.

Neste caso,
k
max a(w)

w € Bk
k=1

I,(a) = * P(By)

3 Metodologia

Apresentar-se-a nesta secdo o modelo financeiro que permite o calculo de precos de
superhedging para ativos de mercado e 0s conceitos financeiros necessarios para o0 seu
entendimento. A exposi¢éo realizada a seguir € baseada em Follmer & Schied (2004), e para
uma abordagem incorporando varios periodos ou tempo continuo, veja, por exemplo,
Schachermayer (2003).

3.1 Modelagem de Cenarios, Ativos Financeiros e Preco

Pode-se descrever e modelar ativos financeiros, pregos e cenarios com base nas
definicbes apresentadas de algebra linear e elementos de probabilidade. Suponha que o
funcionamento de um mercado se dé em dois periodos (ndo ha perdas de generalidade), o
presente (tempo t = 0) — em que se conhece 0s precos de mercado, € o futuro (tempo t = 1) —

cujos precos sdo aleatdrios. Assume-se a existéncia de d + 1 ativos nesse mercado, isto &, a
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existéncia do ativo 0 - no caso, o ativo livre de risco - ao ativo d. Dessa forma, o conjunto
T ={n%nt, .., % = {n° n} € R descreve os precos dos diversos ativos m* no tempo
t = 0. J& o conjunto de precos futuros estdo associados a uma medida de incerteza, isto é, sdo
descritos por um espaco de probabilidades (Q; Z; P), de modo que hd uma funcéo S que define
0s precos futuros dependendo de um cenario w € Q, em que Q é o conjunto de estados da
natureza (existem finitos estados e cada estado w € Q possui uma probabilidade fisica P(w)
de ocorréncia positiva). Tem-se que S*(w) € o preco ou payoff do ativo i quando o cenario w
ocorre, de forma genérica, S = {S°, 51, ...,5%} = {5° 5} € R%*! ¢ 0 conjunto de precos dos
ativos no tempo t = 1. Para o caso do ativo livre de risco, tem-se que 7° = 1 (normalizagéo),
e S°=14+r, Vw €, em que r representa a taxa de juros livre de risco da economia.
Definidos os precos, um investidor deve escolher uma combinacdo de ativos para comprar, tal
escolha € dada por & = {£°,¢1, ..., &4} = {£°,&} € R%*1, que representa a quantidade de cada

ativo que é comprada ou vendida.

3.2 Principio de Nao Arbitragem

Conhecendo-se os custos e payoffs de um certo portfélio, diz-se que um mercado é

livre de arbitragem quando néo é possivel gerar ganhos sem correr riscos e sem a necessidade
de investimentos.
Definicdo. De maneira similar a Araujo et al (2011), um portfolio £ € R4+ é dito uma
oportunidade de arbitragem se, e somente se, 7-£<0,&-S>0comP({-S=0})=1¢e
P({&-5>0}) > 0. Ainda, diz-se que ndo ha arbitragem quando 7-§ =0 &-5=0 ou
E-S>00m-E>0.

O conceito de mercado livre de arbitragem € uma hipotese relevante na maioria dos
modelos de financas e, justifica-se seu uso através do argumento de que quando alguma
oportunidade arbitragem surge, os agentes econdmicos logo fazem uso dela, de modo que os

precos se alteram e tal oportunidade desaparece.

3.3 Medida Neutra ao Risco
Apresenta-se abaixo conceito fundamental para o desenvolvimento do problema de
superhedging.

Defini¢do. Uma medida de probabilidade P* é dita uma medida neutra ao risco se:

. SE\
' = Ep- ,i=01,..,d

14+r
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Essa defini¢do elucida que, em um ambiente neutro ao risco e livre de arbitragem, o
preco de um ativo € dado pelo valor esperado dos payoffs descontados com respeito a medida
de probabilidade neutra ao risco. Desconsiderando-se momentaneamente a taxa de juros
(r = 0), temos:

Ep(8) = ) SWIP'(w)

wEQ

De fato, ndo existe apenas uma medida de probabilidade definida para o espaco de
probabilidades (Q; F; P), ja que além das diversas medidas neutras ao risco, existe a medida
de probabilidade fisica ou real (ndo neutra ao risco) e, dessa forma, define-se A como sendo o
conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre (Q;F). Define-se também o conjunto
que reune apenas as medidas neutras ao risco equivalentes a medida fisica:

Definicdo. Uma medida de probabilidade P* definida sobre (Q;F) é dita equivalente a uma
medida de probabilidade P, também definida sobre o mesmo espaco mensuravel, se, e
somente se, concordam sobre 0s mesmos eventos, isto é, associam probabilidades nulas para
0s mesmos eventos e probabilidades positivas (possivelmente de diferentes magnitudes) para
0s outros eventos. Formalmente:

P*~P < [VAEF,P(A) =0 P(A) =0]
Como estamos supondo que P(w) > 0,Vw € £, temos que:
P'~P e P (w)>0VwEN

E escrevemos P* > 0.

Com isso, deseja-se identificar aquelas medidas neutras ao risco que possuam uma
medida ndo neutra ao risco equivalente, de modo que a escolha entre essas medidas néo altere
a solucdo do preco de superhedging.

Definicdo. Define-se o conjunto de medidas neutras ao risco equivalentes (também denotado
por conjunto de medidas martingal equivalentes), como:

P :={P* € A: P* é uma medida neutra ao risco e P* = P}

3.4 Teorema Fundamental da Precificacdo de Ativos

O conjunto definido na subsecdo anterior apresenta fundamental relevancia para o
estudo dos mercados financeiros e se faz presente no teorema fundamental da precificagdo de
ativos. Portanto, detalha-se a seguir alguns elementos relevantes para a melhor compreenséo
desse teorema.

Teorema Fundamental da Precificacdo de Ativos. Um mercado financeiro M =

{(5°,8%,...,8Y); (1, Y, ...,m%)} é livre de arbitragem se, e somente se, P # @.
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Logo, para que nédo haja possibilidades de arbitragem em um mercado, deve haver pelo
menos uma medida neutra ao risco, mas note que isso ndo exclui a possibilidade de existirem

outras medidas neutras ao risco.

3.5 Mudanca de Base ou Numerario

Ao se tratar de um mercado financeiro, ressalta-se que é comum realizar a conversao
de precos para uma base comum, de modo que a comparagdo entre 0s precos hoje e 0s precos
no futuro seja possivel sem o viés de efeitos inflacionarios, por exemplo. Para isso, define-se

_ ~ st . . ;oyd .
== e § = e, pode-se demonstrar que se o mercado financeiro M = {S%; nl}i_o e livre

i
1 st

3

. ~ . . ~ =i ~i14 . L.
de arbitragem, entdo o mercado financeiro M = {Sl;n‘}i=0 também €, independente da

escolha do numerério.

3.6 Portfélios Replicaveis, Ativos Redundantes e Retorno

Considere N := {£ - 5:& € R4} = span{S°,S?, ..., S%3, que representa o subespago
vetorial de todos os payoffs que podem ser gerados por algum portfélio. Denomina-se
qualquer elemento v € N de payoff replicavel, pois representa uma combinacdo linear dos
ativos base. Sabe-se também que quando ndo ha oportunidades de arbitragem, o preco de um
payoff replicavel esta bem definido, isto é, Vv € N,n(v) :==7- & se v = £ - S. Nota-se que

vP* € Pe3f € R tal quev = & - S, temos:

n(v) = (£ §) = £k n(5Y) = Tho §Bp () = B (EEY) = B ()

1+7r 1+7r 1+7r

para qualquer v € N.

Observa-se que quando ha auséncia de arbitragem, a condi¢io &-S=0P.q.c.
(significa que P({&-S =0}) = 1) implica que 7-& =0 é valida. Podemos assumir sem
perda de generalidade que £ -S =0 = & = 0, pois caso ndo fosse verdade existiria &¢ # 0
para algum i € {0,1, ...,d} e o ativo i poderia ser escrito como combinacdo linear dos demais
ativos ! = %Zjiinjfj eSi= %Zjiisfff. Dessa forma, diria-se que S¢ = %Zjil-sfff é um
ativo redundante, ja que ele pode ser formado pela combinagdo dos outros ativos no mercado.
Define-se entdo quando um mercado financeiro é ou ndo redundante.

Definigdo. Um mercado financeiro M = {Si;ni}io é dito ndo-redundante se £-S=0=
& = 0. Ainda, a condigio também é valida para o vetor de ganhos liquidos descontados, isto &,
E-Y=0=>¢=0.
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Percebe-se que a definicdo acima pode ser reescrita em termos de dependéncia linear,
isto €, um mercado financeiro é ndo-redundante se o portfolio de acdes é linearmente
independente.

Pode-se definir também o retorno de um payoff replicavel.

Definicdo. Considerando um mercado M livre de arbitragem e v € N um payoff replicavel tal

v—1(v)

n(v)
aleatoria, pois R(v): Q — R, e no caso do ativo livre de risco, R(S?) é uma funcéo constante

que (v) # 0, define-se retorno de v como R(v) := Observe que R(v) € uma variavel

R(s0) =200 —

Calcula-se entéo o retorno de um payoff replicavel.
Proposicéo. Considerando um mercado M livre de arbitragem e v € N um payoff replicavel
tal que (v) # 0.
a. Considerando qualquer medida neutra ao risco P*, o valor sperado do retorno de v € igual
ao retorno do ativo livre e risco, isto é, Ep-(R(v)) = 7;

b. Considerando qualquer P* ~ P tal que Ep(|S?|) < oo, Vi, entfo o retorno esperado de v é

dado por Ep(R(v)) = r — Covp- (‘fj’; . R(v)).

De fato, por considerarmos agentes neutros ao risco, espera-se que ndo haja exigéncia
de retornos extraordinarios, isto €, a remuneracdo de um portfolio replicavel é igual a taxa de

juros livre de risco.

3.7 Contratos de Derivativos

Outro aspecto relevante dos mercados financeiros esta relacionado aos derivativos.
Derivativos sdo contratos que dependem do valor de outros ativos através de uma relagdo ndo
linear. Tais contratos possuem um pre¢o de exercicio denominado por K, que corresponde ao
preco do ativo contratado hoje para o futuro. Ainda, denomina-se o payoff de um derivativo
COMO CLorivarive- APresenta-se abaixo diversos tipos de contratos derivativos.

Forward Contract. Neste tipo de contrato o0 agente concorda em vender um ativo no periodo
t =1 por um preco K determinado no periodo t = 0. O ganho para o vendedor do forward
contract ocorre quando o preco de mercado do ativo no futuro S é menor que o preco de
exercicio K, pois dessa forma estaria vendendo por um valor acima do de mercado.

Similarmente, o comprador desse contrato ganha quando o pre¢o do ativo no futuro é maior
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que o preco de exercicio contratado. Formalmente, um forward contract sobre S é dado por

e o Che(w) =

Call Option. Uma opcdo de compra da o direito, mas ndo a obrigacdo, de comprar o ativo i

_ g parao comprador do contrato.

no periodo t = 1 por um prego fixado K. Formalmente, uma call option sobre S é dada por

Ci . Q _> R
Call’ w i+ Ceop (W)’

Put Option. Uma opcédo de venda da o direito, mas ndo a obrigacdo de vender o ativo i no

em que Clqyu (W) = max{0; S'(w) — K} = (S'(w) — K)+.

periodo t = 1 por um preco fixado K. Formalmente, uma put option sobre S* é dada por

O-R

. . . . +
Chutt Ci...(w) M aue Chu(w) == max{0; K — S’} = (K - Sl(w))

Put-Call Parity. A combinacdo da compra de uma call option e da venda de uma put option
para 0 mesmo preco de exercicio K geram o payoff de um forward contract, pois acima do
preco contratado para t = 1, recebe-se S'(w) — K e, abaixo do preco contratado para t = 1,
recebe-se —(S'(w) — K). Logo, tem-se:
Céan = Chue = S'W) — K
Dessa forma, se o prego de uma call option (Ck,;;) € dado no mercado, encontra-se o

preco da put option correspondente n(C};ut). Ainda, extende-se tal relacéo a:

. . ) K
H(Céall) - H(Cllnut) =n'- 1471

Os contratos derivativos ndo necessariamente se concentram apenas em ativos

especificos, mas também podem abrigar portfélios ou indices de ativos. Uma opcdo sobre o
valor v = & - S de um portfolio é denominada basket ou index option.

Basket Call. Uma basket call apresenta a mesma relacdo que uma call option, porém se refere
a um portfélio, ao invés de apenas um ativo. Formalmente, v € N, C%,; = (v — K)*.
Straddle: Uma straddle é uma combinagdo de compras de opg¢do de compra e opgéo de venda
para 0 mesmo preco de exercicio K, que deve ser igual ao preco em t = 0 do ativo objeto (ou

do portfélio objeto), isto &, uma combinacdo de opc¢des de compra e venda at the money.

Formalmente C¢, : =R isto é:
. ‘V y .
Stradale W CStraddle (W)

Cg‘/traddle = (V - K)+ + (K - V)+ = |V - Kl
Como as opgdes séo at the money:
Cstradgate = [vwW) —t(W)]" + [(W) —v(W)]* = [v(w) — (W)
Percebe-se que o payoff de uma straddle aumenta na medida em que o preco do

portfélio se desvia do seu preco atual, ndo importando a dire¢do da mudanca.



26

Butterfly Spread. Uma butterfly spread é um derivativo cujo valor aumenta na medida em
que o preco do portfolio em t = 1 se aproxima do seu valor presente, isto €, aposta-se que 0

O-R

- . v,
preco do portfdlio ndo se alterara. Formalmente, CBS'WI—) CYe(w)’

em que Cpg:=

(K = [v(w) —r(w)D)*.
Certificado de Desconto. Um certificado de desconto sobre certo portfélio pode ser definido

Q-R
como ch:W L ;&,D (W) em que CYp:=min{v(w);K}=v—(v—K)*. De fato, esse

derivativo pode ser chamado de certificado de desconto, pois se recebe o valor do portfélio
descontado pela diferenca com relacdo a uma taxa K. Ainda, esse derivativo equivale a
compra de um portfélio e a venda de uma opc¢édo de compra do mesmo, estabelecendo uma lei
de determinacéo de precos:
n(Cep) = (V) — m(Céan)

Percebe-se que os contratos de derivativos possuem alta flexibilidade e podem ser
adaptados a diversas situacdes, criando desde contratos de renda fixa artificiais (através da
compra e venda de duas opg¢des de compra e duas opc¢des venda) até contratos de seguro,

como a opc¢do de vender um carro batido a seguradora.

3.8 Introducdo e Precificacdo de um Novo Ativo e Preco de
Superhedging

Discute-se a seguir as implicacdes da introducdo de um novo ativo no mercado, como
se calcula o seu preco no momento de entrada e os teoremas relacionados. Para isso, introduz-
se 0 conceito de contingent claim, que é um derivativo com negociac¢do no periodo t = 0, que
paga um valor no periodo t = 1 em funcdo do estado da natureza e, por suposicdo, foca-se
apenas nos contratos que geram payoffs ndo negativos.
Definicdo. Uma contingent claim é uma variavel aleatéria em um espaco de probabilidade
(Q,F,P), em que 0 < C < o P.q.c.. Também dizemos que uma contingent claim é um
derivativo de ativos primitivos S°, ...,S% se C for mensuravel com respeito a F(S°,...,59),
equivalentemente, se 3f:R%*1 — R mensuravel tal que C = f(S°,...,5%). Identifica-se
7l'd+1 — 71'C e Sd+1 — SC.

Com a introducdo de um novo ativo no mercado, faz-se necessario calcular o seu preco
para que ndo haja arbitragem.
Defini¢do. Um niimero ¢ é dito um preco livre de arbitragem para C se 0 mercado estendido

M’ ={(S5°...,8%, 54, (n°, ..., m%, ¥t 1)} € livre de arbitragem.



27

Utiliza-se a notacdo m(C) para o conjunto de precos livre de arbitragem para C e,
supde-se que a introducdo de um novo ativo ndo altera o preco dos ativos ja existentes. Essa
hipotese é razodvel quando o volume de troca do novo ativo é pequeno, todavia em geral essa
suposi¢do ndo é valida. Caracteriza-se entdo os precos livre de arbitragem para C.

Teorema. Suponha que o conjunto P de medidas neutras ao risco equivalentes do mercado
original seja ndo-vazio, ou seja, ndo ha arbitragem no mercado original. Entdo, o conjunto de

precos livres de arbitragem para uma contingent-claim C é nédo vazio e é dado por:

(0 = {EP* (1 +

C
) :P* e iP}
r
Discute-se entdo uma caracterizacdo dual para cotas inferiores e superiores de 7 (C) e
utiliza-se a seguinte notacao:
Ting (C) = inf[r(C)] e 75, (C) = sup[m(C)]
Teorema. Em um mercado livre de arbitragem M, as cotas de arbitragem para uma contingent

claim C sdo dadas por:

. C _ C
Tins(C) = inf E (1—_{_r)=max{m2O:EIEE]Rldcomm+€-Y<—P_q_C_}

prep ¥ T 1+
©=,T E (L)— i { > 0:3¢ € R rEv=-Sp_ }
Tup(C) = pr g p Bp\ 757 ) = minpn 2 0:3 €RTcomm + £-¥ 2970 P g

O resultado do teorema acima mostra que g, (C) € 0 menor preco possivel para um

portfolio £ - S > C P.q.c.. Esse portfélio é chamado de estratégia de superhedging de C e as
identididades obtidas no teorema sdo chamadas de superhedging duality relation.

Tendo identificado o que é o preco de superhedging, faz-se necessario entender
quando tal fenbmeno ocorre, isto é, quando de fato ha um intervalo de precgos livre de
arbitragem. Define-se inicialmente quando uma contingent claim é replicavel
Definicdo. C é replicavel se C = &-SP.q.c. para algum & € R4*1. Esse portfolio & é
chamado portfélio que replica C.

Essa defini¢do gera o seguinte colorario:

Colorario. Suponha um mercado livre de arbitragem e C uma contingent claim.

a. C e replicavel se, e somente se, C admite um Unico prego de ndo arbitragem;
b. Se C néo é replicavel, entdo m;,¢(C) < 75y, (C) e (C) = (nmf(C); Tsup (C)).

Logo, observa-se que existird preco de superhedging e, consequentemente, intervalo
de pregos livre de arbitragem, quando a contingent claim ndo for replicavel, o que elucida a

proxima definicao.
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Definicdo. Um mercado livre de arbitragem é dito completo se toda contingent claim é
replicavel.

Desse modo, tem-se um mercado incompleto quando existe pelo menos uma
contingent claim ndo replicavel. Relaciona-se esse conceito ao conjunto de medidas neutras
ao risco.

Teorema. Um modelo livre de arbitragem é completo se, e somente se, existe uma Unica
medida neutra ao risco, ou seja, #P = 1.

Quando existe mais de uma medida neutra ao risco, temos que o0 mercado nao somente
é livre de arbitragem, como também ¢é incompleto. Por ser incompleto, temos que alguma
contingent claim ndo é replicavel e, dessa forma, existe um intervalo de precos livre de
arbitragem para esse ativo, em que 7ms,,(C) representa o0 seu preco de superhedging. Na

préxima subsecao, aplica-se o ferramental de supehdging para um caso com opcoes.

3.9 Superhedging para Opcdes

Aplica-se nesta se¢do 0s conceitos anteriormente estudados, encontrando o intervalo

de precos livre de arbitragem para opcbes de compra e opcdes de venda. Considere um

mercado livre de arbitragem M com Cly; = (S'—K)". Como Cly <Si, temos que

i i .
VP* € P Ep- (%) < Ep- (;r) =mn'. Note que x— x* = {x’x >0 é uma funcéo

0,x<0

convexa, ou seja, o payoff de uma call option também é uma funcdo convexa. Assim, pela

desigualdade de Jensen para fungbes convexas, como apresentada em Jensen (1906), obtemos

+

que ' > Ep- <@> = Ep <(Si_K)+) > [EP* (Si_K)] = [n" - 11(?]+'VP* € P. Portanto,

1+7r 1+7r 1+7r

tém-se as seguintes cotas universais para um mercado livre de arbitragem:

+

. K .
[T[l - 1—-|-T < T[Inf(C) < nSup(C) < Tt

Tem-se o seguinte resultado para a put option equivalente:
K 1"
[1 T — T[l] < T[Inf(C) < nSup(C) <

1+r
Nota-se que se a taxa de juros for ndo negativa (r = 0) teremos n,nf(Céau) =

(ni — K)+, isto é, o valor de um direito de compra de um ativo i em t = 0 para 0 preco K é

estritamente menor que qualquer preco livre de arbitragem para a Ck,;. Logo, ha um valor

. : + . , .
temporal para a call option e, chama-se (n‘ — K) de valor intrinseco de uma call option.
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4 Aplicacdes do Ferramental de Superhedging

Apresentam-se nessa secdo aplicacbes de superhedging para mercados de seguros de
automoveis e de planos de salde, discutindo a precificacdo de diferentes contratos e o
problema de hedge para os consumidores. Também explora-se outros métodos de célculo para
0 preco de estratégias de superhedging e, apresenta-se um exemplo em que a solucdo desse
problema gera um resultado ndo trivial. Por fim, discute-se quais os impactos da regulacédo

sobre mercados incompletos e como se da o processo de decisao dessa regulagéo.

4.1 Aplicacdo de Superhedging para o Mercado de Seguros de
Automoveis

Nesta subsecdo, analisa-se um mercado de seguros de automoéveis com um numero
finito de contratos, sob a 6tica da problemética de superhedging. Suponha que no momento
t = 0 seja possivel contratar quatro tipos de contrato de seguro de automdvel, o primeiro que
garante a protecdo contra batidas, o segundo que protege contra falhas mecanicas e incéndios,
0 terceiro que segura O proprietario contra roubo do automdvel e roubo de aparelhos
eletronicos utilizados dentro do veiculo, e um quarto tipo que oferece a protecdo contra todas
as eventualidades citadas nos outros contratos. Dessa forma, define-se o conjunto Q de

batidas; falhas mecanicas; incéndios; }

estados da natureza como Q = { . o
roubo do automével; roubo de aparelhos eletronicos
sigma-algebra F como todas as possiveis combinacGes de estados da natureza,

desconsiderando repeticdes. Considere uma probabilidade P sobre F.

O custo de cada contrato € dado por:

m = {n!,n? n3 n*}

Como simplificacdo, supde-se que a seguradora pague ao segurado o valor do
automovel (uma unidade monetéria) quando haja a ocorréncia de algum estado da natureza
especificado no seguro, isto é, para o primeiro contrato se recebe o valor prometido na
ocorréncia de uma batida, porém, caso ocorram falhas mecéanicas, incéndios ou roubos, ndo ha
prémio a ser recebido. Como a mesma situagao ocorre para 0S outros contratos, os payoffs séo
descritos como:

S ={1;0;0;0;0}
§2 ={0;1;1;0;0}
§3=1{0;0;0;1;1}
S*=1{1;1;1;1;1}
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Verifica-se entdo se ha oportunidades de arbitragem nesse mercado, isto é, calcula-se
quantas medidas neutras ao risco existem nesse modelo. Para isso, recorde-se que uma medida

de probabilidade P é dita neutra ao risco se:

i
t = Ep< ),i =1,2,3,4
Tr

Tome P ={(a;B;y;1—a—B—y—¢):a,B,y,€ € (0,1)} e suponha, sem perdas

de generalidade, que r = 0. Ent8o P deve satisfazer:

a
10000/ B \n1
01100| v |:n2
0 00 1 1 e 3
11111\1—d—ﬁ—)/—€/ 7'[4

A operacgdo matricial acima pode ser reescrita como:

( a:ﬂ'l a:n’l
g +y=m? - y=mn?-p
et+l—a—-pf-y—e=n l—-a—-pf—-y=nd
a+pB+y+8+e+l—a—-B—-y—e=n* 1=rm*

=>1-nl-pf—-y+p+y=nd+n?
>nt=nl+n?+nd=1

Como P é uma medida de probabilidade, {a;B;y;e;1—a— B —y — &} também

devem ser probabilidades. Logo:

0<a=n'<1 §<n?
OS]/ZT[Z—ﬁSl = = Se<1onl—p2
0<l-a-f-y-e<1 O0S1l-m—-f-m+f-ex<1

Dessa forma, a € (0;1),B € (0;7%),e € (0;1 —nt —=m?) e, supondo m! =0,2,
m? =04, w3 = 0,4 e m* = 1, percebe-se que existem diversas medidas neutras ao risco, ja
que, dados a e &, temos B € (0;0,4), que € um intervalo que contém infinitos nameros.
Assim, conclui-se que o mercado € livre de arbitragem, porém é incompleto, ja que possui
mais do que uma medida neutra ao risco e, caso um agente queira comprar um contrato que

ndo possa ser replicado, como protecdo apenas contra roubo de aparelhos eletrénicos, ndo sera
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possivel. Faz-se necessario entdo calcular o preco para as estratégias de superhedging nesse
mercado. Exemplifica-se o célculo para cada contrato que segura apenas contra um estado da
natureza, comecgando pelo contrato contra roubos de aparelhos eletrénicos.

Ja que o mercado é incompleto, temos que ha um intervalo de precos livre de
arbitragem para o contrato e, o preco de superhedging é dado por:

Tsup (roubo de aparelhos eletronicos) = 1g,,((0,0,0,0,1))

_sup
“ PeP

Calculando a esperanca com relagdo a medida neutra ao risco, encontra-se:

Ep((roubo de aparelhos eletronicos))

Tsup (roubo de aparelhos eletronicos) = Pszp?(l —a—pB—-—y—¢)x*1

sup
=ﬁe(O;T[Z)'EE(0;1—7'[1—7'[2)(1_”1_3—”2+,3—s)

_ sup
= £€(0;04)04 )

Deve-se encontrar a menor das cotas superiores de (0,4 —€), em que € € (0;0,4).
Afirma-se que 0,4 é uma cota superior, pois Ve € (0;0,4), tem-se que 0,4 = 0,4 — ¢. Falta
provar que 0,4 é a menor das cotas superiores e, para isso, tome k € (0, o), entdo é valido
afirmar que 0,4 —k < 0,4 —¢,Ve € (0;0,4)e Vk € (0, ). Portanto, 0,4 € a menor das cotas
superiores. Tem-se que:

Tsup (roubo de aparelhos eletronicos) = 0,4 = n°

De fato, caso queira se proteger apenas contra o roubo de aparelhos eletrénicos, o
resultado étimo, dadas as restricdes do mercado, seria comprar o terceiro contrato. Como essa
compra também gera uma protecdo adicional contra o roubo de automoveis, paga-se um
prémio com relacdo ao contrato que se teria em um mercado completo. Apesar do quarto
contrato também oferecer essa protecdo, o prémio pelas prote¢bes adicionais e néo
requisitadas € muito maior, j& que protege contra todos os estados da natureza.

Calcula-se entdo o preco de superhedging para o contrato que protege contra o roubo

do automovel.

(roubo do automével) = my,,((0,0,0,1,0)) = o & = P
Tsup(roubo do automével) = 1 ((0,0.01,0)) = p 'p € = ¢ (0,1 — 1 — 72) €
_ sup _ _ 3
= ce(0,04)E=04=T

O contrato mais barato que protege contra roubo de automovel é o terceiro contrato,

pois o prémio pelas protecGes adicionais € menor em relagdo ao quarto contrato.
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Calcula-se entéo o preco de superhedging para o contrato que protege contra incéndio

apenas.
A . su sup
Tsup (incéndio) = m,,((0,0,1,0,0)) = p Ep?y =g e (0;n?) w2 —p
_ sup
=pe@onOt—Fh

Deve-se primeiro provar que 0,4 é uma cota superior de 0,4 — 3, 8 € (0; 0,4). De fato,
é vélido afirmar que 0,4 > 0,4 — 3,Vp € (0;0,4), logo 0,4 é uma cota superior. Prova-se
entdo que 0,4 é a menor cota superior. Tomando k € (0, ), tem-se que 0,4 — k < 0,4 —
B,B € (0;0,4) e, portanto, 0,4 é a menor cota superior. Logo:
Ty (incéndio) = 0,4 = m?
Assim, o segundo contrato é aquele que garante o hedge ao menor custo possivel.
Calcula-se entdo o preco de superhedging para o contrato que protege contra falha

mecanica apenas.

Tsup (falha mecanica) = nsup((O,l,0,0,0)) = Psgp?ﬁ = ES(IZ)I;)EZ)ﬁ =B 65(16?0’4)[3
= 0,4 = 2
Conclui-se entdo que o segundo contrato é aquele que garante o hedge contra falhas
mecanicas a0 menor custo possivel.
Calcula-se entdo o preco de superhedging para o contrato que protege contra batidas
apenas. Porém, como esse contrato ja existe no mercado, o seu preco é Unico e sera igual ao
preco de superhedging.

Sup _ Sup 1 _ 1 _
pep¥=pep® =T =02

Com isso, verifica-se a afirmacédo da igualdade entre os pregos.

Tsup (batida) = ms,,((1,0,0,0,0)) =

Considere agora que neste mercado financeiro exista um agente econémico
interessado em se proteger contra possiveis danos em seu veiculo. Por se tratar de um agente
racional, assume-se que seu problema é dado pela minimizacéo do custo de protecéo, sujeito a
um nivel minimo de utilidade, como exposto abaixo.

min gy, (S)
s.a.:U(S) =S (w;)) =0

Onde S representa o portfélio de contratos e U o nivel de seguranga minimo exigido
pelo individuo. Nota-se que a fungéo objetivo ndo é diferenciavel e, para simplificar a analise,

restringir-se-a ao caso discreto.
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Assume-se entdo que o nivel de seguranga minimo do agente independe do cenario da
natureza, isto é, um nivel de seguranca unitario pode ser satisfeito com qualquer contrato que
segure 0 agente contra pelo menos um dos danos. Dessa forma, define-se U €
{0; 1; 2; 3; 4; 5}, que implica na suposi¢cdo de que 0 agente ndo queira se proteger contra
“meio evento”.

Observa-se que quando o agente econdmico define um nivel de seguranca nulo
(U = {0}), aceita ex ante que sua utilidade no dia seguinte, por exemplo, possa ser muito
reduzida. A solugdo para o problema do agente quando a utilidade minima exigida é dada por
U = {1} é alcancada escolhendo o contrato mais barato que gere uma protecdo contra pelo
menos um dos estados da natureza. Relembrando que 7t = 0,2, 72 = 0,4, m3 = 0,4 e n* =
1, a otimizacgdo do problema é dada por S = S,

Para o caso em que U = {2}, temos S € {S§%; S?}. Quando U = {3}, a solugdo ¢ dada
por S € {(5%;52);(S%;5%)}. No caso em que U = {4}, tem-se S € {§2;53} e, quando U =
{5}, S € {S*}.

Percebe-se que muitas das estratégias acima podem ser replicadas através da
combinacdo do ultimo contrato com os outros. Por exemplo, quando o nivel de utilidade
minimo é de quatro, uma solucdo equivalente (com um contrato também equivalente) é
vender o primeiro contrato e comprar o quarto contrato.

Com este exemplo, nota-se que a aplicacdo do superhedging permite a solucdo de

problemas de escolha da contratacdo de seguros.

4.2 Superhedging com resultados nao triviais

Apresenta-se abaixo um modelo de mercado financeiro no qual o preco de
superhedging ¢é determinado como na subsecdo anterior, porém o portfélio que se usa para
gerar o menor custo de hedge para um contrato ndo replicavel ndo é determinado de forma
imediata. Ao contrario do exemplo anterior, 0 contrato que gera o superhedge sera
determinado como uma combinacdo linear de todos o0s outros contratos, de modo a minimizar
0 custo da protecéo.

Suponha um mercado financeiro em que se encontram disponiveis trés contratos —
contratos A, B e C. Defina o conjunto de estados da natureza como Q = {w!, w? w3, w*} ea
sigma-algebra F como F = 2. Dessa forma, os payoffs de cada contrato sio dados por
St={S'wH) =1;8T*(w?) = 1;S* (w3 = ;' (wH) =1} = {1;1;1; 1}, §? =
{S2wh) =1,82W?) =1, *°W?) =1, wH) =0} ={1, 1,0} e S*={S*Ww")=
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0;S3(w?) = 1;S3(w?) = 1;S3(w*) = 1} = {0; 1; 1; 1}. Define-se também o preco de cada

3 3
contrato como ! = 1, n? = Se 3 = <

Verifica-se entdo se esse mercado é livre de arbitragem e incompleto. Utilizando o
espaco de probabilidades (Q,F,P),emque P = {a,B,y,1 — a — B — v}, calcula-se quais sdo

as medidas de probabilidade neutras ao risco. Logo, é valido afirmar que:

a
1 1 1 1 B 1
(1 1 1 0) ¥ =<3/4)
01 1 /\1_gq_p—y 3/5

A operacdo matricial acima pode ser reescrita como:
a+p+ty+l—-a—-p-y=1

'{ 3 +pB+ ’ +pB+ ;

_ a y =- a y =-
4 at+p+y=7 N 4 4=>{ﬁ+y=_
I

3 1 _3 —
B+y+1—a—ﬁ—y=§ “=3 “=

7
Sy =——
v=55"F
Como P é uma medida de probabilidade sobre o espaco mensuravel (Q,F), a

desigualdade abaixo deve ser véalida:

7 7 7
0£y=%—ﬁS1=>OS%—B=>ﬁS%

O conjunto de medidas neutras ao risco é dado por P = {a = 5;13;2—70 -B1—a—

7 7 2 7 1 7 .
B — (%— [3)}:,8 € (0;5> =>P = {E;'B;E_ 'B;Z}:ﬁ € (O;%). Percebe-se que existem
infinitas medidas neutras ao risco e, portanto, esse mercado financeiro é livre de arbitragem e
incompleto. Deseja-se entdo calcular o preco de superhedging para um contrato D definido

como D := {0; 1; 0; 0}. Supondo (sem perdas de generalidade) r = 0:

sup
sup sup

7
nsup(D) = Pe ?EP(D) = Pe :pB = B € (01)8 = %
20
Observe que o preco de superhedging para o contrato D ndo € dado diretamente por
nenhum outro contrato disponivel no mercado. Logo, essa estratégia de protecdo foi criada a
partir de uma combinacdo linear dos ativos replicaveis do mercado. Para demonstrar qual é a
escolha oOtima dos ativos para formar a super-replicacdo, utiliza-se um problema de

otimizacdo.
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Defina 6,4, 65 e 6, como sendo o0s pesos de cada ativo A,B e C no portfolio criado para
super-replicar D. Devemos escolher 8,4, 85 € 6, de modo a minimizar o custo do ativo, porém
sujeito as restri¢cGes do contrato D = {0; 1; 0; 0}. Logo, tem-se:

min

3 3
{1*9A +_93 +_9C:(9A +93J9A +03 +0CJ9A +03 +0C;0A +9C)
HAIHBIHC 4‘

5
> (0;1;0; O)}

O problema de minimizacao acima representa a compra de 6, contratos do tipo A, 05
contratos do tipo B e 6, contratos do tipo C, ao menor custo possivel. Porém, essa
combinacdo deve gerar um contrato que satisfaca D = {0;1;0;0}, isto é, o payoff da
combinacdo do contrato A,B e C devem ser iguais ao payoff do contrato D. Como exemplo,
tome o payoff de D quando o estado da natureza w! ocorre - S?(w!) = 0. A compra dos
contratos A, B e C ird gerar um payoff de 1«8, + 1 * 85 + 0 = 8, quando w' ocorre, pois
SAwH) =SBwl) =1 e S(w!) =0. Aplicando o mesmo raciocinio, encontra-se 0
problema exposto acima.

Pode-se reescrever tal minimizagdo como:

0,+60; >0
min 3 3 O4+05+6,=>1
HA;HB;HC 1*9A+ZHB +§Hc. 9A+93+9Cz0

0,+6,>0

A segunda equacdo das restricbes torna a terceira equacdo desnecessaria, ja que
6, + 605 + 6, =1 = 0. Subtraindo da segunda equacgéo a primeira, temos 6, = 1. Subtraindo
da segunda equacdo a quarta equagdo, temos 6z = 1. Subtraindo da segunda equacgdo a
primeira e a quarta, temos -6, > 1= 6, < —1.

Como se trata de um problema de minimizacdo com relacdo a 64,65 € 6., temos de
escolhé-los o0 mais préximo de zero possivel e, dessa forma, temos 6, = —1, 0 =1e 6, =

1, os quais satisfazem as restricbes. Com essas quantidades escolhidas, o preco do ativo D
. 3 3 7 ;.
serade —1 + 2 T =5 e aestrategia envolve a venda do contrato A e a compra do contrato

B e do contrato C. Note que outro método de resolugdo do problema de minimizacao seria
através da utilizacdo das condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker, como demonstrado em Karush
(1939) e Kuhn & Tucker (1951).

Conclui-se que o calculo do superhedging permite a geragédo de estratégias ndo obvias

para o superhedging de contratos em mercados incompletos.
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4.3 Superhedging, Regulacéo e Curvas de Utilidade

Os mercados incompletos estdo relacionados a impossibilidade de replicacdo de alguns
contratos de mercado, causando uma perda de utilidade para aqueles agentes obrigados a
executar uma estratégia de superhedging, ja que irdo despender capital com a protecdo de
contingéncias “em principio” desnecessarias. Baseado nessa discussdo apresenta-se nas
préximas duas subsecOes exemplos em que, dado um mercado incompleto, o 6rgéo regulador
tenta intervir nas atividades a fim de melhorar a utilidade dos consumidores. No primeiro
exemplo, explora-se o caso em que, confrontado por duas opgdes de politica, o regulador fica
indiferente quanto a execucdo delas. Enquanto no segundo exemplo, essas opgOes geram
resultados diferentes, tornando a analise dependente do problema de maximizacdo da

utilidade do regulador.

4.3.1 Regulagdo em um Ambiente de Indiferenca

Considere um mercado financeiro em que se encontram disponiveis trés contratos —
contratos A, B e C. Defina o conjunto de estados da natureza como Q := {w!,w? w3, w*} ea
sigma-algebra F como F = 2. Dessa forma, os payoffs de cada contrato sio dados por
§4={SAw") = k;SA(W?) = k; SA(W?) = k; SA(w*) = k} = {k; ks ks ke, §P =
{SBwW!) =0;SB(w?) =k;SBW?) = k;SPwWh) =k} = {0;k; k; k) e SC={S‘(wh) =
k; SC(w?) = k; SC(w3) = k; SC(w*) = 0} = {k; k; k; 0}. Define-se também o preco de cada
contrato como 4, 7% e n¢.

Utilizando o espaco de probabilidades (Q, F,P),emque P = {a,5,y,1 —a — L — v},

calcula-se quais sdo as medidas de probabilidade neutras ao risco. Tem-se a relagéo:

kK k k k Z A (k(@+B+y+1—a—B—y)=n*
(0 k k k) y —<n3>=> kB+y+1—a—-pB—y)=n"
ki k k 0/\1—q-p—y ¢ k(e +p+y)=n°
( 4 =k

_k—nB
= a= k

¢ —k+ % — kB
\v = K

Determina-se o conjunto de medidas neutras ao risco:
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n¢ —k +nf
k

P k—n® w¢—k+nP—kp k—n"\ . O_HC—k+nB
B P k % )P ’ k

Logo, o mercado € incompleto e livre de arbitragem. Defina e; := {0, ...,0,k, 0, ...,0},

0<y<1=>p<

em que K esta situado na j — ésima coluna do vetor. Nota-se que e; representa cada um dos

ativos base que compdem esse mercado financeiro. Calcula-se entéo, o preco de superhedging

para esses ativos:

su su k —n®
Tsup(B1) = p ep:PEP(Bl) —P epiPk <T> ke
sup sup

Toup(B2) = p epEr(B2) = p o pkB =€ =k + 77

(o B
su su nt —k+n" —kp
Toup (Ba) = p g pFr(B:) = epPk< k ) =nt—k+n"
sup sup , (k—m° c
Toup(Ba) = p ¢ pEp(Ba) = p c pk|—— | =k—m

Suponha que exista um 6rgdo regulador nesse mercado e que ele deva optar entre a
criacdo de dois novos contratos a serem transacionados. Define-se um dos contratos como
D = {0; k; 0; 0} e 0 outro como E = {k; k; 0; 0}.

A analise a ser feita deve estar amparada na incompletude de mercado, ou seja, deve-
se escolher aquele contrato que, quando implementado no mercado, faga com que 0s precos
de superhedging dos ativos base sejam reduzidos na maior quantidade possivel. Analisa-se
apenas 0s ativos base, pois os precos de superhedging de quaisquer outros ativos séo dados
por um funcional linear do preco dos ativos base. Ainda, pode-se compreender essa decisao
através da comparacdo dos pregos de superhedging apds a criacdo do novo ativo, com 0S
precos de superhedging antes da criacéo.

Considere que o governo escolha o contrato D. Para criar esse contrato, deve-se antes
escolher o preco ao qual ele serd negociado e, como néo se objetiva introduzir oportunidades
de arbitragem no mercado, deve-se escolher algum prego dentro do intervalo de pregos livre

de arbitragem. Primeiramente, calcula-se esse intervalo:
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sup sup

— — — +C _ B
ns“p(D)_PESDEP(D)_PeiPkB_n k+m
inf inf
Tins (D) = ' HEp(D) = ' T kB = 0

Observe gue a direcdo da movimentacdo do preco de superhedging dos ativos base

depende do preco escolhido para o novo contrato. Por simplicidade, utiliza-se a média entre

Tsup (D) +Ting (D) _ nC—k+nB
2

. Calcula-se o0 novo

os precos do intervalo, isto é, define-se n? :=

conjunto de medidas neutras ao risco:

( k — B
k k k k a ! “:C ko
]2 ]li lli 16 )’B/ - ZC =9 =n Zkk+ﬂ =
0 k 0 0/ \1—a=B~-vy P 7€ — k + 1B
YT T o
?={(k—nB_nC—k+7tB_7TC—k+nB_k—7rC>}
k' 2k ’ 2k "k

Perceba que a cardinalidade de P é unitaria, isto é, h4 apenas uma medida neutra ao
risco. Logo, ao inserir o contrato D no mercado ao preco livre de arbitragem, o governo
tornou o mercado completo e os precos dos ativos base sofreram a maior reducdo possivel,
dado o preco do novo contrato. Por ter tornado o mercado completo, pode-se dizer que a
criacdo desse contrato foi a escolha Otima realizada pelo governo, ja que diminuiu
ineficiéncias de mercado.

Caso o governo escolhesse criar o contrato E, teriamos resultado idéntico. Isso ocorre,
pois sua criacdo tornaria possivel a existéncia dos ativos base no mercado (também
completaria 0 mercado), ja& que poderiamos cria-los através da combinacdo linear dos
contratos A, B,CeDouA,B,CeE.

4.3.2 Regulacdo com Diferentes Métodos de Escolha

Considere um mercado financeiro em que estdo disponiveis dois contratos — contratos
A e B. Defina o conjunto de estados da natureza como Q := {w!,w? w3, w*} e a sigma-
algebra F como F = 29, Dessa forma, os payoffs de cada contrato sdo dados por S4 =
{$A4wh) = 1;54(w?) = ,54W3) = 0; 4w =0} ={1;1;0;0} e SP={SPw') =
0; SB(w?) = 0; SB(w3) = 0; SB(w*) = 0} = {0; 0; 1; 1}. Define-se também o preco de cada
contrato como w4 e m? e utiliza-se o espaco de probabilidades (Q,F,P), em que P =

{(p1; PP Pa)PL+ D2 =a,p3+ps =1 —a),p;>0,Vie i, p = 1}.
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Considere entdo a definicdo de particdo, como exposta em Araujo et al (Preprint,
2010).

Definicéo. Considere o conjunto Q = {wl,...,w™}. Chama-se de particdo de Q uma familia
de subconjuntos {Bj};zl de Q tal que UleBJ- =QeViji#*jBNB;=0.
Quando um mercado € formado por uma particdo, o conjunto de precos livres de

arbitragem pode ser calculado através das relagdes apresentadas em Araujo et al (Preprint,
2010, Teorema 17):

]
Tsup (C) = ZP(Bj) * Max,,.z; C(W),VC € R"
=1

J

Ting(C) = Z P(B’) * min ,,; C(w),VC € R™
j=1

O que captura exatamente o caso onde se obtém uma integral de Choquet. Nota-se que
essas relagcBes apresentam um método mais direto de calculo, porém sdo equivalentes as
apresentadas anteriormente.

Percebe-se que o mercado M = {A; B} pode ser descrito por duas particbes B! =
{wl,w?} e B?2 = {w3,w*}, pois a unido desses contratos forma (., a0 mesmo tempo em que a
sua intersecdo € vazia, de modo que se torna possivel o uso da relacdo acima apresentada para
o célculo do preco de superhedging para uma carteira C = {c*;c?;c3;c*} em que ¢! =
S(w?). Tal relagéo é dada para este caso por:

Tsup (€) = P(fwh, w?}) * max{c’; c?} + P({w3, w*}) * max{c?; ¢*}

Tinr(C) = P(fwh,w?}) * min{c’; ¢} + P({w? w*}) * min{c?; c*}

Deseja-se calcular os precos de superhedging para os ativos de Arrow, que sdo
definidos como ¢; := {0, ...,0,1,0,...,0} em que 1 se localiza na j-ésima coluna do vetor.
Neste caso, os ativos de Arrow sdo dados por e, = {1;0;0;0},e, = {0;1;0;0},e5 =
{0;0; k; 0} e e, = {0; 0; 0; k}. Temos entéo:

Teup(e1) = (a) * max(1;0) + (1 — a) * max(0;0) = a
Teup(€z) = (a) *max(0; 1) + (1 — a) * max(0;0) = a
Tsup(e3) = (@) * max(0;0) + (1 — a) *max(1;0) = (1 — a)
Tsup(€s) = (@) * max(0;0) + (1 — a) *max(0;1) = (1 — a)
Tinr(e1) = (a) *min(1;0) + (1 — @) * min(0; 0) = 0
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Tinr(es) = (@) *min(0; 0) + (1 — @) * min(0; 1) = 0

Considere entdo que exista um 6rgdo regulador nesse mercado que ira intervir para
criar um novo contrato a ser transacionado, com o objetivo de reduzir a incompletude de
mercado. Todavia, esse governo deve optar entre dois contratos — D e E, 0s quais sao
definidos como D = {1;0;0; 0} e E = {0; 0; 0; 1}. Utilizando a mesma estatica comparativa
aplicada na subsecéo anterior, calculamos os precos de superhedging dos ativos base.

Inicialmente, considere que o contrato D seja escolhido pelo governo, ou seja, 0
mercado agora é dado por M’ = {A; B; D}. Como explicado anteriormente, define-se o preco

do novo contrato atraves da média dos precos de intervalo de precos livre de arbitragem.
D = ﬂsup(D) + T[inf(D) _ a
2 2
Observe que a particdo € alterada para B! = {w'}, B? = {w?} e B3 = {w3,w*}.

Novamente calcula-se os precos de superhedging para os ativos base:

Teup(e1) = (%) * 14 (%) *0+ (1 —a)*max(0;0) =

NIR NIR

Tsup(€2) = (%) * 0+ (%) *1+ (1 —a)*max(0;0) =

Toyup(€3) = (%) * 0+ (%) *x0+ (1 —a)*max(1;0) =1 —a)

a a
Toup(€s) = (E) * 0+ (E> *0+(1—a)*max(0;1) = (1 —a)
Considere que o contrato E tenha sido escolhido pelo governo, de modo que o

mercado é dado por M"" = {A4; B; E}. Definimos o seu preco livre de arbitragem como:

TI.'E _ T[sup(E) + T[inf(E) _ (1 - a)
B 2 2
Observe que a particdo € alterada para B! = {w!,w?}, B? = {w3} e B3 = {w*}.

Calcula-se os precos de superhedging para os ativos base:

(1-a) (1-a)
> * 0+ > *

T[sup(ez) = (a) * max(0; 1) + @ ; @) £ 0+ (1 ; a) i}
(1-a) (1-a) (1-a)
Sl 0= —

(1-a) (1-a) 1-a)
R

Resumem-se os resultados encontrados na tabela abaixo:

7-’-'sup(el) = (a) * max(1;0) + O=a«a

0=a«a

nsup(e3) = (a) * max(0; 0) +

7-’-'sup(ez}) = (a) * max(0; 0) +



Tabela 1: Resultados Resumidos
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Preco de Mercado
Superhedging Original M’ M"
Toup (A1) a 5 @
Toup (A2) « = «
Toup(43) (1- (1- o
Tsup (As) 1-a) 1-a) a . )
Cardinalidade de P Superior a1l Superioral Superioral

Fonte: Elaborado pelo autor

Percebe-se que mesmo ap0s a criacdo de novos contratos, o mercado continua
incompleto. Porém, o preco de superhedging de cada ativo base sofre uma reducdo apds a
criacdo de D ou E. Ao contrario do caso apresentado na subsecdo anterior, a decisdo a ser
tomada pelo governo ndo é trivial, ja que nenhum dos contratos completa 0 mercado. Dessa
forma, a resolucdo desse problema perpassa pela maximizacdo da utilidade do 6rgdo

regulador.

Considera-se entdo distintos critérios de escolha para o regulador e explica-se o
racional atribuido a cada um deles. Assume-se ainda, que 0 objetivo para o regulador é
maximizar a utilidade para os consumidores, de modo que est4d sendo desconsiderada a
utilidade das firmas no problema.

Considere que o governo seja utilitarista, isto é, todos 0s contratos sdo igualmente
relevantes para a sua funcéo objetivo. Dessa forma, a decisdo étima para o governo é aquela
em que se reduza o preco de todos os contratos ao minimo possivel. A intuicdo econémica
envolvida nesta analise € a de que ndo ha uma classe social a ser mais beneficiada que outra,
ou seja, as decisdes do regulador ndo sao influenciadas pela maioria votante, mas apenas pelo

beneficio total que a politica gerara. Tal utilidade pode ser escrita como:
4

Usoverno (T[sup) = - Z Tsup (ei)

i=1
A solucéo do problema e dada pela maximizagéo da utilidade do governo com relagéo
aos precos de superhedging para os ativos de Arrow nos diferentes mercados:

Ugoverno,mercado Original = _(a ta+(1-a)+(1- a)) = —2
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a a
UGoverno,Mercado Mr = — E + E +t(l-a)+(1-a)|=a-2

(1—a)+(1—a)>:_1_a

UGoverno,Mercado M = — (CZ +a+ 2 >

Assim, quando « > 0,5, a melhor escolha para o governo é o contrato D. Porém, se
a < 0,5, o contrato E é o melhor a ser escolhido. Em ambos os casos, os mercados M’ e M"'
sdo melhores que o mercado original, j& que sdo menos incompletos.

Considere agora que o mercado em analise envolva duas classes econdmicas e que a
utilidade do governo dependa apenas da utilidade daqueles na pior situacdo possivel.
Considere ainda que cada um dos ativos base represente um contrato de consumo para
diferentes rendas, ou seja, 0 ativo base mais barato representa o que a classe com menor poder
aquisitivo pode adquirir, enquanto o ativo base mais caro representa o que a classe com maior
poder aquisitivo pode adquirir. Como o governo quer melhorar a situacdo dos mais pobres,

diz-se que sua curva de utilidade é Walrasiana e, podemos escrevé-la como:

. 4
Ugoverno = — mm{nsup (ei)}izl
Observa-se que a resolucdo do problema de maximizacdo do governo é dada pelo
contrato que gera a maior reducédo de prego para o ativo mais barato:

—a,sea <0,5
UGoverno,Mercado Original = _(1 _ a)’se a>05
a
——,sea <05
UGoverno,Mercado Mr = 2
—(1-—a),sea>0,5
—a,sea < 0,5
U = (1 — a)
Governo,Mercado M1 _ > sea> 0’5

A maximizacédo da utilidade do governo com respeito a M’ e M"’ aponta que, quando
a < 0,5, a decisdo 6Otima é criar o contrato D, mas, quando a > 0,5, a melhor decisdo ¢ a
criagdo do contrato E.

Podemos pensar no caso em que o governo deseja dar preferéncia para aquele contrato
com maior preco. No caso do setor de servicos de salde, essa situacdo pode ser justificada
para o caso de tratamento de doengas raras, ja que o0 custo do seguro para esse tipo de evento é
elevado. Dessa forma, o governo estaria dando suporte para a redugdo do preco de
superhedging para esse tipo de seguro, reduzindo o custo de sobrevivéncia para aqueles com

essas doengas. Podemos definir a fungéo de utilidade do governo como:

4
Ugoverno = _max{nsup (ei)}i=1
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Observa-se entdo que a resolucdo do problema de maximizagdo do governo é dada
pelo contrato que gera a maior reducdo de prego para o ativo mais caro:

—a,sea > 0,5
UGoverno,Mercado Original = _(1 _ 0() sea <05
: > 0,5
—-——,Sea ,
UGoverno,Mercado Mr = 2
—(1-—a),sea<0,5
—a,sea > 0,5
U = (1 — a)
Governo,Mercado M1 N > sea < 0’5

A maximizacéo da utilidade do governo com respeito a M’ e M'’" aponta que, quando
a > 0,5, a decisdo 6tima é criar o contrato D, mas, quando a < 0,5, a melhor deciséo é a
criacdo do contrato E.

Podemos ainda considerar uma curva de utilidade com pesos genéricos. Considere um
vetor de ponderagdo para os precos dos contratos 6 = {8%; 0%;03;0*} tal que Y}, 6  =1¢e
6% > 0. Temos entdo que a utilidade do governo é dada por:

Ugoverno = 0" isyp (1) + 02Ty (€2) + 0315y (e3) + 0%y (e4)

Teremos um resultado semelhante ao primeiro exemplo de curvas de utilidade
apresentado quando 8° = 1,i € {1; 2; 3; 4}. Essa definicdo de utilidade apresenta uma forma
mais genérica, ja que considera uma combinacao linear dos precos de superhedging dos ativos

base no seu céalculo.

4.4 Comentarios a Respeito da Regulacdo em Mercados Incompletos

Nesta subsecdo, trata-se de outro meio de regulamentacdo em mercados incompletos,
ndo mais através da criacdo de novos contratos, mas da modificacdo daqueles ja existentes.
Com base nos resultados do problema de superhedging apresentados nas subsecdes anteriores,
comentam-se 0s impactos da regulagcdo em mercados incompletos nesta subsecdo. Considere
um mercado incompleto, como o0 mercado de planos de saude. De fato, esse mercado pode ser
assim classificado, pois nele existem inumeros contratos ndo replicaveis, ou seja, ndo se
consegue contratar um plano de salde que cubra apenas a necessidade se realizar tratamentos

muito especificos.

O mercado em andlise serd composto por dois planos de saude, um plano A que
garante a cobertura de servicos minimos e um plano B’ que contém servicos adicionais ao
plano A. Definindo o conjunto de estados da natureza como Q := {w!,w?, w3, w*} e a sigma-

algebra F como F =29 Temos que os payoffs de cada plano sio dados por S4 =
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{SA4wh) = 1,54(w?) = 1;54(w3) = 0; W) =0} ={1;1;0;0} e SP ={SFWw) =
0; SB"(w?) = 0; SB'(w?) = 0; SB"(w*) = 0} = {1;1;1;1}. Observe que podemos substituir
S§B" = {1;1;1; 1} por um plano S = {0; 0; 1; 1}, pois SB’ pode ser formado pela combinagéo
linear de S4 e SB. Define-se também o preco de cada contrato como 74 e w5 e utiliza-se o
espaco de probabilidades (Q,F,P), em que P = {(p1;P2;P304):P1+ D2 = A, p3 + Py =
(1—a),p;>0,Vie ¥y p; = 1}.

Percebemos que o mercado M = {4, B} é composto por duas parti¢des B* = {w!, w?}
e B2 = {w3,w*} e, portanto, podemos utilizar a relacdo de calculo exposta anteriormente para
encontrar os precos de superhedging de alguns contratos:

Teup(A) = (a) * max(1;1) + (1 — a) * max(0; 0) = «

Tsup(B) = (a) * max(0; 0) + (1 — a) * max(1;1) = (1 — a)
Tap({1;1,1,0}) = (@) *max(L, D)+ (1 —-a)*max(1;0) =a+(1-a) =1
Tins({1;1;1;0}) = (@) *min(1;1) + (1 — @) * min(1;0) = «

Teup({0;0; 0;1}) = (a) * max(0; 0) + (1 — a) * max(0;1) = (1 — a)
Tinr({0;0;0;1}) = (a) * min(0; 0) + (1 — @) * min(0; 1) = 0

Considere agora que a Agéncia Nacional de Saude Suplementar decida expandir o
plano de salde minimo A, para que este possua uma maior quantidade de servicos, garantindo
a populacdo uma maior qualidade de vida. Suponha que o payoff do novo plano de salde seja
dado por A = {1;1;1;0}. Dessa forma, o plano de servicos adicionais B sera alterado para
B ={0;0;0;1}.

Observe que podemos particionar o0 mercado M’ = {4,B} em B! = {w!,w?, w3} e

Tsup (D +Tinr (D) temos ﬂA _ lta o T[E _1l-a

B? = {w*} e, utilizando a regra de preco m! = > >

2
Calculamos ent#o o preco de superhedging para 0s novos contratos e para os contratos A e B:

Toup(A) = (1 ; “) « max(1; 1; 0) + (1 ; “) £0 = (1 er a)

toup (B) = () « max(0,0:1) + (152) w1 = (28) 4 (259) =1

Podemos concluir importantes fatos a respeito dos impactos da regulacdo sobre os

precos dos diferentes planos de saide. Primeiramente, percebemos que o preco do plano de
salde minimo (plano A no mercado original e A no mercado alterado) sofreu aumento e,
portanto, aqueles que conseguiam adquirir A anteriormente, podem néo conseguir adquiri-lo
na nova situacdo, ou seja, uma parcela da sociedade perdeu acesso aos planos de saude.

Ainda, aqueles que ndo precisavam ter acesso aos NOVOS Servigos, isto é, necessitavam apenas



45

do plano A, terdo de despender um maior capital para compra-lo, jA que A se tornou um
contrato ndo replicavel no mercado alterado.

Porém, € correto supor que a politica foi criada, pois havia individuos que
necessitavam da cobertura de alguns servicos adicionais, como {w3}, mas ndo possuiam
capital para adquirir ambos os planos. Assim, a politica da ANS beneficia esses individuos

reduzindo o prego do plano 4, ja que no mercado original m,,,({1; 1; 1; 0}) = 1 e no mercado

1+a

alterado g, ({1;1;1; 0}) = — <L

Outro efeito da politica se manifesta no preco do contrato B, pois aqueles individuos
que contratavam apenas esse plano gastavam uma quantia (1 — a), mas apds a expansao do
plano A, B se torna ndo replicavel e seu preco de superhedging passa a ser 1.

Evidenciam-se entdo os efeitos de tal politica sobre os precos a serem pagos pelos
planos de saude. De fato, essa politica sé sera favoravel quando o governo considerar que o
beneficio para os individuos que utilizardo o contrato A superam todas as outras perdas de
utilidade.

Para que essa analise possua maior validade, devemos considerar o0 caso em que 0
plano de salide B ndo é reduzido para B, ou seja, o0 mercado alterado é composto por M’ =
{4, B}. Nota-se, porém, que neste mercado, o ativo B’ = {1;1;1;1}, antes considerado
redundante, ndo o é mais, e, dessa forma, deve-se inclui-lo na analise (o0 contrato esta
disponivel no mercado). Observa-se também que o contrato A é replicavel através da compra
de B’ e venda de B, implicandoque ty = aemg =1 — a.

Se ambos os contrato A e B fossem comprados, gerar-se-ia uma protecdo superior
aquela gerada por B’, assim, o custo de sua compra também deve ser superior ao custo de B’.
De fato:

Tz + Mg 2 Maep = 11,21 = M(p,11 = 1 = Ty

Temos ainda a seguinte relagéo:

mp+ng=2laompg+(1l—-a)2l=a>1;2a

Como B' ={1;1;1;1} e mg, = 1, é verdadeiro que:

g <1

Assim1 > m; > a.

Caso o regulador, prevendo a saida de diversos agentes do plano de saude baésico,
decida fixar o preco do novo plano igual ao pre¢o do plano anterior a politica, isto €, m; = «,
observariamos dois principais efeitos. O primeiro € que, apesar de esta medida aumentar de

maneira relevante os beneficios da politica para os consumidores, a margem operacional para
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os provedores de planos de saude também seriam fortemente reduzida, tornando discutivel a
aplicabilidade dessa regulacdo na pratica, ja que se comprometeria a sustentabilidade
financeira das empresas e haveria forte pressao por parte de lobistas para reverter a decisdo do
regulador. Em segundo, se mz = a, entdo é possivel comprar o contrato A com a receita
resultante da venda do contrato A, resultando em um contrato A — A = {0; 0; 1; 0} com um
custo de operacéo nulo, ou seja, a expansao do plano de satde minimo com a manutencédo dos
precos ird gerar oportunidades de arbitragem, pressionando o governo a liberar o movimento
de precos. Assim, conclui-se que se A é introduzido no mercado e ndo ha oportunidades de
arbitragem, entéo m; > «a.

E relevante ressaltar que essa analise é valida quando o contrato B’ esta disponivel no
mercado e, caso ndo esteja, faz-se necessario utilizar outro ferramental para analisar 0s
movimentos no mercado. Ainda, deve-se supor que ndo haja nenhum custo de transacdo que

impeca a execucdo de arbitragem com planos de saude.
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5 Conclusao

O estudo da problemaética de superhedging permitiu a identificacdo de ineficiéncias de
mercado decorrentes da existéncia de contratos ndo replicaveis. Nas situacdes de mercados
incompletos analisadas, como o mercado de seguros de automoveis e o de planos de saude, a
ineficiéncia surgiu quando os agentes despendiam capital em contingéncias adicionais
desnecessérias para criar uma protecdo contra eventos especificos, 0s quais eram nao
replicaveis. De fato, na medida em que se reduz a quantidade de contratos que possam ser
utilizados para a protecdo contra estados da natureza desfavoraveis, aumenta-se a riqueza a
ser despendida com a operacédo de hedge (a reciproca implica em reducdo dos custos, ja que se
teriam mais opcdes para hedge). Dessa forma, a incompletude de mercado gera ineficiéncias,
pois impede a alocagéo dos contratos demandados para aqueles que os demandam, elevando
também os custos de protecdo quando comparados a uma situacdo de mercado completo.

As analises dos modelos que envolviam a intervencdo por parte de um regulador,
explicitaram os efeitos positivos e negativos dessas decisdes. Na subsecédo 4.3, explorou-se o
caso em que se criaria um novo contrato a ser transacionado, cujo efeito era de expansao dos
ativos disponiveis no mercado. Essa intervencdo entdo causava um aumento da completude de
mercado, reduzindo as ineficiéncias provenientes da impossibilidade de replicacdo de alguns
contratos. No primeiro desses exemplos, a introducdo de qualquer um dos novos contratos
tornava o mercado completo, reduzindo o preco de superhedging de todos os ativos base. Ja
no segundo exemplo, a escolha dos contratos perpassava pela maximizacdo da utilidade do
governo, todavia, o resultado final apresentou a mesma direcdo do anterior, isto &, a
introducdo de um contrato ndo replicavel no mercado, reduz o pre¢o dos ativos base e,
portanto, reduz as ineficiéncias geradas por um mercado incompleto. Assim, a intervencdo em
mercados seria justificada pela analise de precos ao consumidor.

Na subsecdo 4.4, porém, tornou-se evidente os efeitos perversos da regulacdo em
mercados incompletos. A andlise do modelo demonstrou que a expansdo da cobertura dos
planos de saude acarreta na perda de utilidade para diversos consumidores, 0s quais passam a
ter que realizar super-replicagdes dos contratos que antes eram disponiveis em mercado.
Mesmo que os beneficios para a parcela da populacdo que ganha com a expanséao do plano de
salde basico seja mais relevante para o 6rgdo regulador, justificando a intervencédo, ha outros
fatores a serem questionados. Como o modelo considera apenas o beneficio para os
consumidores, mas ndo para as firmas, ou mesmo para 0 governo (como ganhos com

taxacdo), € de grande relevancia questionar se a introdugdo desse novo contrato ndo seria
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impossivel do ponto de vista operacional. Ou seja, indagar se 0 mercado era incompleto em
funcdo dos custos altos para tornar um plano de satde expandido economicamente viavel e, se
a obrigatoriedade desse novo plano faria com que o nimero de prestadoras de servico fosse
reduzido.

Logo, a intervencdo em mercados incompletos ndo possui um sentido claro quanto aos
seus beneficios e maleficios, sendo necessaria uma andlise profunda da estrutura de mercado e
do tipo de intervencao para que decisdes desse tipo sejam recomendaveis.

Dessa forma, conclui-se que o uso do ferramental de superhedging possui relevancia
para a analise de situacGes de mercados incompletos, permitindo tanto a resolucdo de
problemas nédo triviais de minimizacdo de custos, quanto acessar diferentes dindmicas de
intervencdes no mercado. Embora o modelo construido norteie os resultados esperados em
situacOes de superhedging, é de fundamental importancia a aplicacdo desse estudo para dados
de mercado, o que permitiria verificar na pratica, se diferentes mercados de seguros, por
exemplo, sdo incompletos e, se um novo contrato fosse criado, qual seria o intervalo de precos
livre de arbitragem. Além de um estudo estatistico, uma interessante expansdo para 0 modelo
seria aguela que considerasse custos de transacdo, permitindo a analise de outras ineficiéncias
de mercado e politicas intervencionistas, como aumento de aliquotas de imposto e pioras no

sistema judicial.
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