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Abstract

Neste artigo nés propomos estimar o modelo dindmico da estrutura a termo
da curva de juros de Nelson e Siegel (1987) considerando duas especificagoes
alternativas. Na primeira nés consideramos os pesos dos fatores como variantes
no tempo e tratamos a heterocedasticidade condicional via um modelo volatili-
dade estocética com fatores comuns. No segundo caso consideramos um modelo
onde os fatores latentes seguem individualmente processos autoregressivos com
volatilidade estocastica. Os assim chamados fatores de volatilidade buscam cap-
turar a incerteza ao longo do tempo associada ao nivel, inclinagao e curvatura
da curva de juros. A estimagao é realizada através de métodos de inferéncia
bayesiana, por Markov Chain Monte Carlo. Os resultados mostram que os fa-
tores de volatilidade sao altamente persistentes, dando suporte ao fato estilizado
de que os choques na volatilidade das taxas de juros sao altamente persistentes,
e também indicam que o uso de estruturas de volatilidade estocastica levam a
melhores ajustes dentro da amostra para a curva de juros observada.
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1. Introducgao

Ajustar e prever a estrutura a termo das taxas de juros é de extrema
relevancia para formuladores de politica econémica. Em finangas, as infor-
magoes reveladas pela curva de juros sao importantes para a precificagao de
titulos, derivativos da taxa de juros, gestao de carteiras e alocagao de ativos.
Na macroeconomia a curva de juros traz importantes informagoes sobre o estado
da economia e dos negocios. Assim, muitos pesquisadores tem se detido sobre o
tema, fazendo florecer uma extensa literatura tratando do ajuste e previsao da
estrutura a termo!. Apesar de existir um grande nimero de trabalhos relaciona-
dos ao tema, poucos se dedicaram a ajustar e prever a curva de juros levando
em conta a heterocedasticidade condicional presente na estrutura a termo da
curva de juros.

Este problema é de grande importancia ja que usualmente nestes modelos o
pressuposto de volatilidade constante nas taxas de juros tem implicagoes prati-
cas importantes sobre as politicas de gerenciamento de risco, que podem ser
demasiadamente simples ignorando o risco de uma estrutura de volatilidade que
se altera no tempo. Outra implicagao importante é que na presenga de volatil-
idades condicionais os intervalos de confianca dos ajustes e previsoes derivadas
destes modelos serao calculados de forma incorreta.

Para analizar as consequéncias da presenca de estruturas de volatilidade
variantes no tempo, é importante recuperar as caracteristicas das principais
classses de modelos utilizados na modelagem da estrutura a termo de taxas de
juros. Estes modelos podem ser divididos em trés classes principais : os modelos
de nao arbitragem; os modelos de equilibrio; e os modelos estatisticos.

Os modelos de nao arbitragem para a estrutura a termo de taxas de juros
sao obtidos através da imposicao de condigoes de consisténcia entre as cur-
vas de juros de diversas maturidades que impegam a existéncia sisteméatica de
oportunidades de arbitragem, e sao baseados na existéncia de uma medida mar-
tingale equivalente. Exemplos de modelos desta classe sao os modelos de Hull
e White (1990), e o framework geral que define estes modelos esta colocado na
contribui¢ao fundamental de Heath et al. (1992). Em relacido ao problema de
volatilidades variantes no tempo, note que a estrutura definida em Heath et al.
(1992) permite a possibilidade de estruturas de volatilidade estocastica.

No entanto a presenca de estruturas de volatilidade estocastica na classe
de modelos HJM leva a dois problemas importantes. O primeiro problema é
dado forma como estes modelos sao normalmente utilizados, na precificagao de
instrumentos derivativos. Nesta utilizagao os parametros do modelo HJM sao
obtidos pela calibracao perfeita da curva de juros observada em um determi-
nado dia através de precos de instrumentos de mercado. Embora esta forma
permita a precificagao livre de arbitragem de instrumentos derivativos, ela nao
permite a realizagao de previsoes para a curva de juros, ji que este ajuste é de
natureza cross-section e nao permite recuperar diretamente a dindmica obser-

1Veja por exemplo Filipovic (2009) para uma revisdo sobre modelagem de taxas de juros.



vada na estrutura a termo da taxas de juros. O segundo ponto importante é
que usualmente a imposi¢ao de estruturas gerais de volatilidade estocastica em
modelos de nao-arbitragem para a estrutura a termo de taxas de juros leva a
dinAmicas nao Markovianas para estas curvas de juros, o que dificulta o uso de
métodos econométricos para a estimacao de pardmetros, e assim é necessario o
uso de métodos de calibragao baseados em arvores multinomias usando pregos
de instrumentos de mercado, o que leva ao primeiro problema comentado que é
impossibilidade de se gerar previsoes para a curva futura de juros.

A segunda classe de modelos, os modelos de equilibrio, sdo obtidos através
da imposicao de condigoes de equilibrio entre os rendimentos das diversas ma-
turidades na curva de juros. Estes modelos sao normalmente baseados na mod-
elagem da taxa a termo instantanea, utilizando tipicamente a estrutura de mod-
elos modelos afins, em que as taxas de outros vencimentos podem ser derivadas
assumindo que o prémio de risco é dado por uma fungao afim. Modelos desta
classe foram desenvolvidos em Vasicek (1977), Cox et al. (1985), Duffie and
Kan (1996) ou em Dai and Singleton (2002). Estes modelos embora tenha a
vantagem de ser analiticamente trataveis e permitirem a obtencao de férmulas
fechadas para precificagao de titulos e derivativos, tem um problema funda-
mental no ajuste e previsdes para a curva de juros. A literatura aponta que
estes modelos sao normalmente deficientes nestes aspectos, e as previsoes ger-
adas pelos modelos de equilibrio nao superam as previsoes do modelo de passeio
aleatorio , como mostrado, por exemplo, em Duffie and Kan (1996). Em relagao
ao problema da presencga de volatilidades variantes no tempo, a imposicao de
estruturas de volatilidade estocéastica nesta classe de modelos leva a problemas
como a nao existéncia de formulagoes afins ou entao a necessidade de modelos
nao-homogeneos no tempo, levando a necessidade do uso de métodos de cal-
ibracao, e que da mesma forma que na classe de modelos de nao-arbitragem,
impede o ajuste dindmico da curva de juros e a elaboragao de previsoes. Uma
discussao geral destes problemas pode ser encontrada em Brigo and Mercurio
(2006).

A terceira principal classe de modelos é dada pelos modelos estatisticos.
Estes modelos sao obtidos como representagoes puramente estatisticas da evolugao
da estrutura a termo de taxas de juros, e assim sao obtidos sem a imposig¢ao
direta de condigoes de nao-arbitragem ou equilibrio. Esta classe é composta
principalmente por modelos de componentes principais, modelos de fatores ou
de variaveis latentes, bem como por modelos de interpolacao. De acordo com
Matzner-Lober and Villa (2004), grande parte da intui¢éo a respeito da dindmica
da rentabilidade de titulos e bénus provém de modelos dessa classe, como em
Litterman and Scheinkman (1991) e em Pearson and Sun (1994).

Dentre os modelos estatisticos, o modelo de Nelson-Siegel (Nelson and Siegel
(1987)) e suas variantes, sdo os mais populares entre gestores de renda fixa e
bancos centrais. A atratividade dos modelos de fatores do tipo Nelson Siegel se
deve & sua parcimonialidade e boa performance empirica. Modelos deste tipo
conseguem capturar a maior parte da evolucao da estrutura a termo da taxa
de juros através do uso de apenas trés fatores. Varias extensdes do modelo
de Nelson-Siegel foram propostas (ver Almeida et al. (2007), Laurini and Hotta



(2008), Bjork and Christensen (1999), Rudebusch and Wu (2008), entre outros).

Os trabalhos de Diebold and Li (2006) e Diebold et al. (2006) voltaram
atencao para o modelo de Nelson-Siegel e reinterpretaram o modelo dindmico
de Nelson-Siegel como um modelo estatistico de trés fatores para descrever a
curva de juros ao longo do tempo. Os trés fatores sdo interpretados como nivel,
inclinacao e curvatura, de forma consistente a interpretagao obtida em Litterman
and Scheinkman (1991) em que a interpretagdo tem algum sentido econémico.
A principal contribuigao é que Diebold e Li e Diebold, Rudebush e Aruoba
mostam que as previsoes geradas superam muitos outros modelos, incluindo
modelos de séries de tempo, tais como modelos de vetores autoregressivos (VAR)
e modelos dindmicos de corregao de erro (ECM). Diebold et al. (2006) extendem
a estrutura incluindo fatores macroeconémicos nao latentes, como inflacao e
hiato do produto. Além disso, o modelo de Nelson-Siegel é colocado no formato
de espacgo de estados, onde os trés fatores sao tratados como componentes nao
observados e sao modelados por um vetor autoregressivo.

A estimagao dos pardmetros, em Diebold and Li (2006) e Diebold et al.
(2006), parte de duas suposigoes simplificadoras. Os pesos dos fatores do modelo
de Nelson-Siegel dependem de um tnico pardmetro de peso (decaimento), e para
viabilizar a estimagao dos fatores latentes variantes no tempo em um arcabougo
linear, os pesos dos fatores sao mantidos constantes ao longo do tempo para cada
maturidade. Em Diebold and Li (2006), o parametro de peso é determinado
exogenamente a adicionalmente estes pesos sao mantidos costantes em toda a
amostra. A segunda hipodtese, também assumida em Diebold et al. (2006), Yu
and Zivot (2008), Almeida et al. (2007), Caldeira et al. (2009) diz respeito a
volatilidade, que é mantida constante para todas as maturidades e ao longo de
todo o periodo amostral.

Estes pressupostos estdo relacionados a maior dificuldade de estimagao na
presenga de volatilidades e fatores de decaimento (peso) variantes no tempo.
Ao abandonar estes pressupostos, a estimagao pelos métodos usuais de minimos
quadrados ordinarios nao pode ser mais utilizada, e também as técnicas de
estimacao simultanea como a verossomilhanca obtida através da decomposicao
do erro de previsao através do filtro de Kalman utlizadas em Caldeira, Moura e
Portugal (2008) ja ndo podem ser utilizadas pelo fato que com a representagao
com volatilidades e decaimentos variantes no tempo nao é possivel obter uma
representagao em espago de estados linear e gaussiana.

Outro problema esta relacionado com a alta dimensionalidade da estrutura
a termo, que é tornada mais problematica ainda com o uso de volatilidades es-
tocastica multivariadas. Neste problema se a estrutura de volatilidade é adotada
para todos os fatores latentes o processo de volatilidade se torna um processo
multivariado, o que torna os problemas de estimagao bastante mais complica-
dos, ja que modelos multivariados de volatilidade estocéstica apresentam prob-
lemas de inferéncia nao triviais, como pode ser visto por exemplo em Chib
et al. (2009). Algumas formas de tratar a questdo foram propostas por Koop-
man et al. (2010), Laurini and Hotta (2008) e Haustsch and Ou (2009). Em
Koopman et al. (2010) é adotada uma estrutura de volatilidade fatorial para as
varidveis latentes, baseada em uma especificagao baseada na classe de modelos



GARCH. Esta representacao no entanto apresenta algumas limitagGes - para
evitar os problemas de identificagao e estimagao em modelos GARCH multi-
variados, a estrutura de volatilidades é baseada em uma estrutura basicamente
univariada, ja que nesta especificagao a volatilidade dos demais fatores latentes
é obtida como um deslocamento linear de apenas um fator para a volatilidade.
Também é importante notar que a forma de estimacao utilizada é baseada em
uma aproximagao para a verossimilhanca do processo, que pode nao ser ter pro-
priedades de otimalidade estatistica. Outra dificuldade inerente a este modelo
é a incompatibilidade de modelos GARCH com representagdes em tempo con-
tinuo, o que limita a interpretagao destes modelos em termos de processos de
precificacdo em financas.

Em Laurini and Hotta (2008) e Haustsch and Ou (2009) o processo de volatil-
idade estocastica é baseado nos modelos conhecidos como modelos log-normais
de volatilidade estocéstica, introduzidos por Taylor (1986). No modelo de Lau-
rini and Hotta (2008) a especifica¢io log-normal de volatilidade estocastica é
assumida apenas para os erros de medida da curva de juros, enquanto que a
estrutura de fatores latentes é assumida homocedéastica. Na especificagdao pro-
posta por Haustsch and Ou (2009) é assumido uma estrutura de volatilidade es-
tocastica log-normal para cada fator latente, assim obtendo uma representagao
mais geral para o processo de volatilidade estocéastica. Note que nestas duas
abordagens a estimacao é baseada em métodos Bayesianos utilizando Markov
Chain Monte Carlo, devido as dificuldades inerentes a estimacao de modelos de
volatilidade estocéastica, em que nao é possivel obter formulas fechadas para a
avaliagao da fungao de verossimilhanca.

Neste trabalho apresentamos uma generalizacao das estruturas de volatil-
idade apresentadas em Koopman et al. (2010), Laurini and Hotta (2008) e
Haustsch and Ou (2009). Utilisando dados dos contratos de DI-Futuro ne-
gociados na BM&F, nos estimaremos o modelo dindmico de Nelson-Siegel com
os pesos dos fatores e volatilidade variando no tempo. No6s consideramos duas
especificacoes para modelar a volatilidade condicional. Na primeira, anédloga
a utlizada em Koopman et al. (2010) o grau de risco inerente a estrutura a
termo é capturado via um componente comum de volatilidade. Na segunda
alternativa propomos modelar diretamente a volatilidade estocéstica de cada
fator latente do modelo de Nelson-Siegel. Modelar a volatilidade diretamente
nos fatores, além de ser uma abordabem mais parcimoniosa permite capturar a
incerteza associada ao nivel, inclinacao e curvatura da curva de juros. Assim,
a chamada volatilidade do nivel reflete a volatilidade relacionada ao nivel geral
dos juros, enquanto a volatilidade da inclinagao captura a incerteza inerente ao
spread entre as taxas de longo e curto prazos. Ja a volatilidade de curvatura
esta associada ao risco de mudangas na curvatura da estrutura a termo. Nesta
especificacao também é possivel modelar o erro de medida da curva de juros
como um processo com volatilidade estocastica, na forma utilizada em Laurini
and Hotta (2008).

Ao contrario das especificagoes utilizadas em Koopman et al. (2010) e Haustsch
and Ou (2009), nas duas especificagbes propostas o parametro que determina
o peso dos fatores, ¢, ¢ também considerado como um processo latente que



varia estocasticamente ao longo do tempo, sendo tratado como um quarto fa-
tor latente. Esta adigdo é importante para a modelagem de curvas de juros
de paises emergentes, caracterizadas pelas frequentes mudangas nos formatos
e maturidades maximas nas curvas de juros, como discutido em Laurini and
Hotta (2008). A dinamica dos fatores latentes de nivel, inclinagao e curvatura,
juntamente com o parametro que determina o peso dos fatores é modelada con-
juntamente como um processo autoregressivo. O parametro que determina o
peso dos fatores ¢ uma funcao nao linear do vetor de observacoes. Levar em
conta a heterocedasticidade condicional tem por objetivo melhorar a qualidade
do ajuste e previsao em periodos de alta volatilidade, e para as maturidades que
historicamente apresentam maior volatilidade. Além de tratar uma caracteris-
tica das curvas de juros dos mercados emergentes, que geralmente apresentam
maior volatilidade do que curvas de juros de paises desenvolvidos, caracterizadas
por uma maior estabilidade no tempo e menores volatilidades.

2. Modelo de fatores de Nelson e Siegel para estrutura a termo da
taxa de juros

Em um dado ponto do tempo, ¢, a curva de juros, denotada aqui por
y+(7), é uma fungdo representando a taxa de juros como uma func¢do das ma-
turidades 7. O modelo exponencial da curva de juros proposto por Nelson and
Siegel (1987) e reinterpretado por Diebold and Li (2006) considera uma forma
paramétrica para a evolugao da estrutura a termo da taxa de juros ao longo do
tempo, em que os coeficientes sdo tratados como nivel, inclinagao e curvatura.
A curva de juros correspondente é:

_ oMT T
yt(T) = ﬁl,t + ﬂQ,t (1)\;_> + B&t <1 € _ e>\t7> . (1)

/\tT

A forma da curva de juros é determinada pelos trés parametros (81, B2t
e B3) e pelos pesos associados a eles. O parametro ), tratado como fixo em
Diebold and Li (2006), governa a taxa de decaimento exponencial, pequenos
(grandes) valores de \; estdo associados a um decaimento suave (réapido), e
ajustam melhor as maturidades mais longas (curtas). O peso do primeiro com-
ponente é 1 (constante) para todas as maturidades, assim (7 ; representa o fator
de longo prazo, e é interpretado como nivel da curva de juros, que influencia
igualmente as taxas de curto e longo prazo. O peso do segundo componente,

_eMT . .
(1 v ) comega em 1 e converge para zero monotonicamente e rapidamente,

sendo 32 interpretado como inclina¢do da curva de juros, ou fator de curto

prazo, dado que este fator influencia muito as taxas de juros curto prazo. O

. _eMtT . ~ A
peso do terceiro componente, (1 o - ef‘7>, ¢ uma funcao codncava, que as-
tT

sume valor zero para a maturidade zero, cresce, depois converge monotonica-
mente para zero nas maturidades mais longas. Assim, (3 + € interpretado como
curvatura, ou fator de médio prazo, pois esté associado as taxas de juros de
médio prazo.



Em cada ponto do tempo existem taxas de juros y;(7) para diversas maturi-
dades 7. Entao, a equagao pode ser estimada em cada ponto do tempo, de onde
se obtém séries de tempo dos parametros, 8;. Assim, se o comportamento dos
fatores latentes 3; puder ser modelado e previsto, pode-se obter previsoes da
curva de juros a partir deles. Diebold and Li (2006), Almeida et al. (2007), en-
tre outros, adotam um procedimento de dois passos para estimar o modelo. No
primeiro passo sao obtidas séries de tempo dos parametros através de regressoes
por minimos quadrados em cada ¢, consequentemente as trés séries de tempo
dos f;‘s sao modeladas por um processo autoregressivo de primeira ordem.

Uma alternativa, consite em colocar o modelo no formato de espagos de
estados e estimar todos os pardmetros simultaneamente. O sistema, composto
pela equagao de transicao e equacao de medida, é representado da seguinte
forma:

Ye(T) = A(M\)Br + & (2)

Onde A()\;) é uma matriz (N x 3) de pesos dos fatores, que sera variavel no
tempo apenas se o parametro de decaimento A for variavel.

Be=I— )+ b1 +ns. (3)

A equagdo de medida (2) define o vetor de taxas de juros (T x N) para
as N maturidades, como a soma dos fatores multiplicados pelos seus pesos,
com um vetor de erros distribuidos Gaussianamente e independente entre as
maturidades. O vetor §; de dimensao (3 x 1) representa os fatores, e ® &
a matriz de coeficientes do VAR que modela a dindmica dos estados (fatores
latentes) ao longo do tempo. Para estimar o modelo em formato linear, através
de Filtro de Kalman, por exemplo, os pesos dos fatores precisam ser mantidos
constantes ao longo do tempo para cada maturidade, fazendo Ay = A.

3. Especificacao do modelo com volatilidade estocastica nos fatores

No modelo de Nelson-Siegel o que determina a forma da curva de juros é o
parametro \; . Na maioria dos trabalhos que estima o modelo através do método
de dois passos o pardmetro que determina o peso dos fatores é determinado a
priori por algum critério. Mesmo quando os pardmetros sao estimados em
uma Unica etapa através do Filtro de Kalman, A; é mantido fixo para todos
os periodos. Isto se faz necessario uma vez que o algoritmo de estimagao por
méxima verossimilhanga através da decomposicao do erro de previsao usando
o Filtro de Kalman se aplica apenas a modelos que sao lineares no vetor de
estados, o que nao acontece quando A; varia no tempo.

Ao se tratar o parametro A\; como fixo ao longo do tempo, a maturidade
para a qual a curvatura é maxima se mantém a mesma para todo o periodo, e
a velocidade de decaimento do fator 33 ; também se mantém inalterada. Aqui,
assumimos que o parametro \; é variante no tempo ele passa a ser tratado como
um quarto fator latente. Assim, o novo vetor de estados, 8; , agora com quatro



parémetros, incluindo A; = B4, é modelado por um VAR. A nova equagao de
medida resultante desta alteracdo é nao linear no parametro (4 ¢.

ye = M Ba) (Bres Bty Bae) (4)

A volatilidade pode ser modelada via inclusao de um componente comum de
volatilidade agregada, ou tratada individualmente para cada fator. Koopman
et al. (2010) adotam a especificagdo com componente comum de volatilidade,
que é modelada por um processo GARCH. Nesse caso o modelo é linearizado e
estimado através de filtro de Kalman extendido. No6s estimamos uma especifi-
cagado semelhante, onde o processo GARCH é substituido por um processo de
volatilidade estocéstica log-normal, sendo que a formulacao utilizada é a de um
modelo autoregressivo para o componente comum nao observado de volatilidade
estocastica, com:

g =Tef+¢f, t=1,..,T (5)

Onde I' ¢ um vetor de pesos (N x 1), € é um ruido escalar, e £/ é um vetor

de ruidos (N x1). Os ruidos sdo mutuamente independentes e suas distribuigbes
sao dadas por:

ef ~NID(0,07), &f ~NID(0,%L), t=1,..T. (6)

Onde a variancia o? segue um processo ARSV(1), dado por:

log(a7) = pio + plog(oi 1) + v,  t=1,..,T. (7)

Em que o ruido da equagao da volatilidade, v;, é um ruido branco gausiano
com variancia o2.

A escolha pela formulagao utilizando o modelo log-normal de volatilidade
estocéstica pode ser justificada por diversos fatores. Existem evidéncias em-
piricas indicando que modelos capturam melhor fatos estilizados de séries fi-
nanceiras e possuem desempenho preditivo superior a outras classes de modelos
de volatilidade (e.g. Koopman et al. (2005)). Estes modelos também possuem
formulagoes naturais em tempo continuo, o que nao acontece com os modelos
GARCH usuais, e estes componentes adicionais de volatilidade estocéstica po-
dem ser formulados como fatores latentes adicionais na formulagao de espaco de
estados, e tratados pela mesma metodologia de estimagao Bayesiana utilizando
Markov Chain Monte Carlo.

O parametro )\; e a variancia o? sdo variantes no tempo, e sdo especificados
como um processo autoregressivo e um ARSV, respectivamente. Assim, A;
depende dos fatores latentes (81, 82,4, 03,1) € a varidncia depende dos valores
passados do disttirbio nao observado €;. Como \; e €} sao tratados como fatores
latentes, tem-se um modelo em formato de espacos de estados nao linear, com
0s cinco paradmetros variando no tempo. A equacao de medida é dada por:

Yt = Zt(at) + Ej, E?_ ~ NID (O,Zj) s t= 1, ,T (8)



com oy = (B¢, Bot, Bas Bar, 7)) = (62, ;) eonde Z;(ay) é um vetor (N x1)
de fungoes

Zi(ow) = A(Ne(Brgs Bty Bae) +Teer,  t=1,..,T. 9)

com Ay = By 4.

A dindmica dos fatores latentes em (; é modelada por um processo autore-
gressivo de primeira ordem, VAR(1). A equagdo de transigdo dos estados é
definida por:

_ (I) 0 Mt
e [$ ()

un by 0
~ NID (0,] =7 ,
< Et+1 ) ( [ 0 B D

parat=1,...T ec=[u'(I —®),0].

Uma abordagem altertativa analisada aqui consiste em tratar a heterocedas-
ticidade condicional diretamente nos fatores latentes da curva de juros. Nesta
especificacao é modelada a volatilidade estocastica diretamente nos fatores de
nivel, inclinagao e curvatura, permitindo capturar a incerteza ao longo tempo
inerente a cada um dos fatores individualmente. A equacao de medida mantém a
mesma do caso anterior, y;(7) = A(\;) Bt +e, com o pardmetro \; sendo tratado
como variante no tempo, logo a matriz de pesos dos fatores A(\;) também é
variante no tempo. O vetor de erros (N x 1) definido como:

et := (1t,€2t, - - -, ENL) N N(0,%) (11)

com
Y = diag{o?,03,...,0%}. (12)

Neste caso, tanto os fatores (estados ndo observaveis) como as volatilidades
estocasticas associadas a eles sdo tratados como fatores latentes , sendo que
a dindmica dos fatores latentes é modelada por um vetor autoregressivo de
primeira ordem, e para a heterocedasticidade condicional a formulagao utilizada
é a de um modelo autoregressivo para o componente nao observado de volatili-
dade estocastica de cada fator, ARSV(1).

Como antes, assume-se que o vetor 7; (3 x 1), da equagdo de transigio dos
estados (equagao 3) é independente de &, e

ui i N(0, Hy). (13)

A matriz de covariancia H; é especificada em termos de um processo de volatil-
idade estocastica com a seguinte forma:

vec(Iln Hy) = pp, + Ppvec(In Hi—1) + & (14)



onde p é um vetor de parametros (6 x 1) e ®;, é uma matriz de pardmetros
(6 x 6). Assume-se que o termo de erro & é independente de 7; e &¢, e é nor-
malmente distribuido com matriz de covariancia Y; capturando as covaridncias
das covaridncias,

&~ N(0, ). (15)

Para diminuir o esforgo computacional, uma alternativa é restringir as ma-
trizes H; e @, para uma especificacdo diagonal. Assim, a estrutura dos fatores
latentes pode ser expressa por:

B 153 $11 P12 a3 Bi,i—1 M1t
Bar | =1 ps |+ 021 ¢22 23 Boi—1 | +| m2e |, (16)
B3 1%e} ¢$31 P32 P33 B3,t—1 73t

onde 7, ~**4 N(0, H;), com

diag(In Hy) = In(hy2) = ”%2 + @2 0 In(h;2,) + N2t .
woiy ) Ui )00 T ) Ly )L

em que hf ' htﬁ > e htﬂ % s@o os fatores de volatilidade, que capturam a in-
certeza ao longo do tempo relativa ao nivel, inclinagao e curvatura da curva de
juros. O componente de nivel da volatilidade, hf ', é a variancia (variante no
tempo) comum para todas as taxas de juros. J4 o componente hf ? esté associ-
ado & inclinagdo da curva de juros, refletindo a volatilidade do prémio de risco
das taxas de juros para as maturidades mais longas em relagdo as curtas. O
fator hf ? esta associado a incerteza relativa as taxas de juros para maturidades
intermediarias, ou & curvatura da curva de juros.

4. Dados, Estimacao e Resultados

Nesta secao, inicialmente nés descrevemos a base de dados relativa as taxas
de juros a serem usadas e o método de estimacdo. A seguir examinamos esti-
magoes e ajuste dentro da amostra quatro especificagbes do modelo.

4.1. Dados

O contrato futuro de depdsito interbancério (DI Futuro) com maturidade 7 é
um contrato futuro do qual o ativo basico é taxa de juros acumulada diariamente
(DI), capitalizada entre o momento da negociacao ¢t e 7. O valor do contrato é
dado pelo seu valor no vencimento, R$ 100.000,00 descontado pela taxa de juros
acumulada, negociada entre o vendedor e o comprador do contrato. Ao comprar
um contrato de DI Futuro ao preco no tempo ¢ e manté-lo até a maturidade 7,
o ganho ou perda é dado por:

(1+ DI*) %3

) )k
100.000 <H“ (Lty)== 1) :
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Onde y; denota a taxa DI (i — 1) dias apds o dia da negociagao. A fungéo ¢
representa o niamero de dias entre ¢ e 7.

O contrato de DI é muito similar a um titulo zero-cupom, exceto pelo fato
de pagar os ajustes de margem diariamente. A cada dia o fluxo de caixa é a
diferenga entre o prego de ajuste (liquidagao) do dia corrente e o prego de ajuste
do dia anterior, corrigido pela taxa DI do dia anterior.

Os contratos de DI Futuro sao negociados na BM&F, que determina o
niumero de vencimentos com contratos autorizados. Geralmente, para cada dia,
existem em torno de 20 vencimentos com contratos autorizados, mas nem to-
dos apresentam liquidez. Normalmente por volta de 10 vencimentos apresentam
contratos com maior liquidez. Existem contratos com vencimentos mensais para
0s meses que iniciam cada trimestre, janeiro, abril, julho e outubro. Além disso,
existem contratos com vencimentos para os quatro meses subseqiientes ao més
corrente. A data de vencimento é o primeiro dia util do més de vencimento do
contrato.

Os dados usados neste trabalho consistem de observagoes didrias das taxas
dos contratos de DI-Futuro, pregos de fechamento. Na pratica, ndo observa-
dos diariamente contratos com todas as maturidades. Portanto, a partir das
taxas observadas diariamente os dados foram convertidos em maturidades fixas
de 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 15, 18, 24, 27, 29, 31 e 33 meses, por meio de interpo-
lagoes usando cubic splines. A base de dados é composta pelas maturidades
que apresentaram maior liquidez para o periodo de Janeiro de 2006 a Fevereiro
de 2009, perfazento um total de 756 observacoes. Trabalhar com maturidades
fixas facilita a analise dos resultados, e empregar dados nao interpolados é mais
relevante quando o objetivo é verificar condigoes de nao-abritragem, como em
Laurini and Westin (2010), por exemplo, que usando uma base de dados simi-
lar para o mesmo periodo concluem para a nao ocorréncia de oportunidades de
arbitragem. Consequéncia, possivelmente, da elevada liquidez dos contratos de
DI-Futuro no periodo para as maturidades empregadas. Na tabela 1 sao apresen-
tadas algumas estatisticas descritivas da curva de juros. Para cada maturidade
sao reportadas média, desvio-padrao, minimo, maximo e alguns coeficientes de
autocorrelacao. Nota-se que as taxas de juros para maturidades mais curtas sao
mais volateis e apresentam maior persisténcia, diferindo um pouco do que geral-
mente se observa em curvas de juros de economias com mercados mais maduros.
Pode-se observar também, que mesmo que levemente, a curva de juros apresenta
inclinagao positiva em média, caracteristica tipicamente observada.

4.2. Estimag¢do Bayesiana baseado em MCMC

As especificagdes do modelo pelas equagoes (2, 3 e 7) ou (2, 3 e 17) constitui
um sistema em formato de espacos de estados nao linear, em que a equacao 2 é a
equagao de medida, expressando as taxas de juros observadas y;(7) como fungao
dos fatores latentes, ;;, do parametro de peso dos fatores A\; e das maturidades
7. A dindmica dos fatores latentes é determinada pela equagao 3, que descreve
um processo regressivo de primeira ordem, com matriz de parametros dada por

o.
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Tabela 1: Estatisticas descritivas da curva de juros (Jan-06 a Fev-09).

Maturidade Média Desv. pad Minimo Maximo p(21) p(63)

1 13.125 1.731 11.05 17.71 0.894 0.672
2 13.082 1.677 11.04 17.60 0.890 0.662
3 13.05 1.620 11.02 17.40 0.885 0.650
4 13.027 1.566 11.02 17.21 0.879 0.635
6 13.028 1.523 10.90 16.72 0.866 0.597
9 13.058 1.534 10.78 16.54 0.858 0.575
12 13.121 1.567 10.68 16.47 0.851 0.560
15 13.193 1.600 10.60 16.91 0.849 0.5533
18 13.248 1.614 10.46 17.15 0.845 0.550
24 13.287 1.615 10.37 17.36 0.840 0.543
27 13.311 1.625 10.28 17.57 0.836 0.536
29 13.321 1.630 10.21 17.72 0.831 0.527
31 13.325 1.632 10.15 17.83 0.828 0.521
33 13.326 1.633 10.13 17.87 0.827 0.517

Nota: As duas ultimas colunas apresentam autocorrelagoes para de-
fasagens de 1 e 3 meses.

No primeiro caso é considerado um componente agregado de volatilidade
estocéstica para os erros da equagao de medida, descrito pela equagao 7, que
segue a especificagdo proposta por Koopman et al. (2010), porém, neste caso a
formulagao empregada é a de um ARSV(1) para o componente ndo observado do
log volatilidade estocéastica. No segundo caso, em que é modelada diretamente
a variancia dos fatores, a matriz de covaridncia é especificada em termos de um
processo de volatilidade estocéstica dado pela equagao 17.

Note que nas duas especificacdes o parametro que determina o peso dos fa-
tores \; é tratado como variante no tempo e é inserido vetor 8;. Assim, o modelo
nao pode ser estimado por métodos de estimacgao como filtro de Kalman, que
se aplicam apenas a modelos que sao lineares no vetor de estados. Uma alter-
nativa é linearizar localmente a equacao de transicao dos estados e empregar
o algoritmo do filtro de Kalman estendido (para detalhes ver Anderson and
Moore (1979)). Como ¢é de particular interesse manter a especificagao, a forma
de realizar a estimacao simultanea do modelo é através de métodos de inferéncia
bayesiana usando Markov Chain Monte Carlo. Para justificativas adicionais do
uso de métodos bayesianos em modelos de estrutura a termo pode ser consultado
o trabalho de Chib and Ergashev (2009), que aponta as vantagens destes méto-
dos em relagao aos problemas de dimensionalidade, identificacao e inferéncia em
modelos multifatores para a estrutura a termo.

Ao empregar métodos de inferéncia bayesiana, o objetivo é encontrar a dis-
tribui¢ao posterior dos pardmetros de interesse condicionados a amostra ob-
servada, denotada por p(O|y). Para encontrar a distribuicdo dos pardmetros
condicionados a amostra, usa-se a relagao:

12



p(Oly) = p(©,y)/p(©) = p(y|©)p(©)/p(y) (18)

onde p(y|®) é a verossimilhanga do modelo, p(©) denota a distribuicdo a
priori assumida para o parametro e p(y) é a distribui¢do marginal da amostra,
que precisa ser conhecida até uma constante de integracao. Através do Lema
de Bayes podemos escrever:

p(®ly) = p(©,y)/p(©) = p(y|®)p(©)/c (19)

assim temos que a posterior é proporcional ao produto da verossimilhanga
pela distribuicao a priori:

p(®ly) < p(y|©)p(O). (20)

Quando o modelo a ser estimado pode ser colocado em formato de espagos
de estados, uma forma conveniente de tratar o problema é através da metodolo-
gia de estimadores de Bayes Hierarquicos. Esta formamulacao é especialmente
util em modelos no formato espagos de estados ja que a especificacao hieraquica
permite estimar a distribuicao dos hiperparametros relacionados aso fatores la-
tentes utilizando os préprios dados, especificando uma dindmica de evolugao
para os fatores latentes.

O modelo diagonal conforme especificado acima corresponde a um modelo
hierarquico latente em trés niveis com seis processos latentes. Seja © a coleg@ao
de parametros do modelo, e seja Fy := (B¢, B2¢,PB3t) € Vi = (hfl,hfz,hfa).
Entao, a fungao de verossimilhanca do modelo é dada por:

p(@‘y):/ / / p(}/|@),F11,P127...,F‘T)p(F‘l,Fb,...7F’T‘(9)dF‘1dF12...dF”T7
F1 F2 FT

(21)

onde p(Y|©, Fy, Fs,...,Fr) denota a densidade (condicional) das obser-
vagoes Y dados os pardmetros O, os fatores latentes e a estrutura imposta
como dado pelas equagoes (2 e 12). Além disso, p(Fy, Fs,..., Fr|0©) denota
a densidade conjunta (condicional) dos fatores latentes, dados os parametros
do modelo © e é determinada pela equagao 3. Como os fatores sdo nao ob-
servaveis, precisam ser integrados, resultando em uma integral de dimensao
(3.7). Claramente, p(Fy, Fs, ..., Fr|®) depende de um novo conjunto de com-
ponentes desconhecidos representados pelos fatores de volatilidade Vi, ..., V.
Sendo computada como:

p(Fl,FQ,...,FT|®):/ / / p(FhFQ,...7FT‘®,V1,V2,...,VT)Xp(V1,...,VTI@)dVldVQ...dVT,
Vi JVva Py
(22)

onde (V1, ..., Vr|O) denota a densidade conjunta dos componentes da volatil-

idade como definido em 14. A funcao de verossimilhanca acima néo pode ser
calculada analiticamente em forma fechada e requer técnicas de aproximagao
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numeérica. Assim, o modelo pode ser estimado usando inferéncia baseada em
Markov Chain Monte Carlo (MCMC), que aproximam esta integral como o
resultado da simulagao de cadeias de Markov. Consequentemente, considere
Q= {6,F,...,Fpr,Vi,...,Vr} como um vetor aleatorio, cuja distribuigao
posterior p(Q2]Y") pode ser arranjada como:

p(QY)

p(F1, Py, ..., Fr,Vi,Va,...,Vp,O]Y)
p(Y|Fi, Fa,...,Fp, Vi, Va,...,Vp,0)
p(Fy, Py, ..., Pr|Vi,Va, ..., Vr,0)
(Vi,Va,...,Vr,©)

(©)

Especificando as distribuicoes a priori, p(©), pode-se empregar o algoritmo
Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings para simular a distribui¢ao a pos-
teriori, p(Q|Y). Entdo, tanto os parametros e fatores estimados sdo obtidos
tomando as médias amostrais das correspondentes amostras MCMC.

X X X K
i}

=
@

4.8. Andlise dos Resultados

Para comparar as estimativas do modelo de Nelson-Siegel nas especifica¢oes
com componente comum de volatilide, e com fatores especificos de volatilidade
no6s também estimamos outras versoes do modelo.

Inicialmente estimamos o modelo através do método de dois passos, com
parametro A fixo e sem levar em conta heterocedasticidade condicional, como
proposto originalmente por Diebold and Li (2006). O parametro A, que de-
termina a forma da curva de juros, foi escolhido tal que minimize o RMSE
para ajuste dentro da amostra (A = 0.1046). Na tabela 2 sdo apresentados os
pardmetros do VAR estimado para a dindmica dos fatores. A dindmica dos
fatores latentes 31, B2 e 3 exibe elevada persisténcia, com coeficientes autore-
gressivos de 0.98, 0.99 e 0.99, respectivamente.

Na figura 1 plotamos os fatores latentes estimados. Parece claro que todos
fatores exibem elevada persisténcia. A figura 2 traz a variancia do erro de
medida associdada a esta especificagao

Na tabela 3 a seguir apresentamos estatisticas para ajuste dentro da amostra
para o modelo estimado pelo método de dois passos. Para critérios de compara-
¢ao da qualidade do ajuste do modelo para as especificacoes altertativas pro-
postas, calculamos ME (Mean Error), RMSE (Root Mean Squared Error), MAE
(Mean Absolute Error), MPE (Mean Percentage Error), MAPE (Mean Absolute
Percentage Error) e autocorrelagio para uma defasagem. Nota-se que o modelo
captura parte substancial da dinAmica da curva de juros, especialmente para as
maturidades intermediarias, 12 e 15 meses, por exemplo. Entretanto, a elevada
autororrelacao nos residuos indicam que informagoes importantes na média e
variancia estao sendo negligenciadas.

Com o objetivo de verificar se o pardmetro de decaimento varia ao longo
do tempo, nds estimamos o modelo na especificagao original de Diebold and Li
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Tabela 2: Parametros do VAR para Modelo Estimado pelo Método de Dois Passos

ﬂ1,t71 52,#1 53,#1 H
B 0.984*  —0.002* 0.003 13.189***
(0.012)  (0.012)  (0.003)  (0.1504)

B2t 0.015***  1.000°**  0.002 -.211
(0.012)  (0.012)  (0.004)  (0.152)
Bs:  -033  —.045"*  0.993**  0.384

(0.016)  (0.016)  (0.005)  (0.205)

Nota: Erros padroes entre parénteses. Pardmetros obtidos da esti-
macao do vetor autoregressivo para os fatores latentes. * ** e ***
indica significAncia estatistica aos niveis de 10%, 5% e 1% respecti-

vamente.

Figura 1: Fatores Latentes do Modelo Estimado pelo Método de Dois Passos.

|
0 0 ET w® ED 0
Tempo

B1, B2 e B3 obtidos por minimos quadrados para cada periodo t.
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Figura 2: Variadncia da Equacao de Medida.
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Variancia dos erros de medida para modelo estimado pelo método de dois passos.

Tabela 3: Medidas de Ajuste da curva de Juros in-sample (Jan-06 a Fev-09).
Maturidade ME RMSE MAE MPE MAPE ACF1

1 0.0028  0.005 0.0039  2.323 3.143  0.9776

2 0.0023 0.0051 0.004 -1.9552 3.1894 0.9903
3 0.0036 0.0068 0.0054 -2.9965 4.2797 0.9907
4 0.0042 0.0069 0.0055  -3.35 4.2983  0.9894
6 0.004 0.0054 0.0045 -3.1044 3.4733 0.9848
9 0.0033 0.0041 0.0035 -2.5686 2.7343 0.9781
12 0.0021 0.0026 0.0023 -1.6303 1.7834 0.9673
15 0.0007 0.0018 0.0015 -0.5964 1.1796 0.975
18 0.0006 0.0021 0.0017 0.3694 1.2656  0.982
24 0.0019 0.0032 0.0025 1.3454 1.8675 0.9821
27 0.0029 0.0041 0.0034 2.0897 2.5009 0.9829
29 0.0036 0.0049 0.0041 2.6405 3.0315 0.9827
31 0.0041 0.0054 0.0046 3.0056  3.3934 0.9823
33 0.0044 0.0057 0.0049 3.219  3.5979 0.9818
TOTAL 0.0029 0.0048 0.0037 -0.0863 2.8384  0.992

Nota: Modelo estimado pelo método de dois passos com fixo, A = .1046,
como em Diebold e Li.
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(2006), porém, tratando o pardmetro A como um fator latente que é modelado
conjuntamente com os outros fatores por um processo VAR. Como comentado
anteriormente, neste caso o modelo é nao linear e desta forma os parametros
sao estimados simultaneamente por inferéncia bayesiana, através de MCMC.
Para comparacao do ajuste do modelo, a tabela 4 traz estatisticas dos erros de
medida, definidos como as diferencas entre as taxas de juros observadas e suas
estimativas.

Tabela 4: Medidas de Ajuste da curva de Juros in-sample (Jan-06 a Fev-09).
Maturidade @~ ME  RMSE MAE MPE MAPE ACF1
1 0.002 0.0064 0.0047 1.4528  3.5273  0.0947

2 0.0018 0.0059 0.0045 1.2483 3.4316 0.7974
3 0.0014 0.0056 0.0043 0.9748 3.2793 0.8447
4 0.001  0.0047 0.0034 0.7123 2.6373 0.8151
6 0.0005 0.0029 0.0018 0.3644 1.3997 0.6698
9 0.0004 0.0021 0.0015 0.2555  1.1428 0.5871
12 0.0004 0.0018 0.0014 0.2801 1.0244 0.7348
15 0.0006 0.002 0.0014 0.3607 1.0342 0.9224
18 0.0005 0.0019 0.0015 0.2965 1.1255 0.9806
24 0.0002 0.0019 0.0014 0.054  1.0967 0.8771
27 0.0002 0.002 0.0013 -0.231 0.9927 0.6996
29 0.0006 0.0024 0.0016 -0.5345 1.1994 0.5719
31 0.001  0.0027 0.0019 -0.768 1.476  0.5222
33 0.0012  0.003 0.0022 -0.9259 1.6569 0.5002
TOTAL 0.0004 0.0036 0.0024 0.2529 1.7874 0.6412

Nota: Modelo estimado em uma tnica etapa por MCMC com A; var-
iando no tempo.

Nota-se que, excluindo-se as maturidades mais curtas, o modelo ajusta mel-
hor para todas as demais. H4 destaque para as maturidades mais longas, acima
de 18 meses, em que a melhora no ajuste é ainda mais significativa. Assim,
parece ficar claro que tratar o pardmetro A; como fixo, apesar de facilitar os pro-
cedimentos de estimacao do modelo, implica em perda na qualidade do ajuste.
Esse resultado indica também que a maturidade para a qual a curvatura as-
sume peso maximo nao é constante ao longo do tempo. Assim, manter A fixo
ao longo de todo o periodo amostral pode ser muito restritivo, uma vez que os
dados abrangem um longo periodo de tempo. Em particular, a maturidade na
qual a o fator curvatura, 83; € maximizada e a velocidade de decaimento do fator
de inclinagao [o; dependem apenas do parametro A, e sao mantidas fixas por
consequéncia. Entretanto, essas caracteristicas da curva de juros podem mudar
ao longo do tempo. A primeira especificacdo alternativa proposta para o modelo
de Diebold and Li (2006) consiste em incluir um fator comum de volatilidade
estocastica nos erros de medida, conforme definido pelas equagdes (2, 3 e 7),
discutidas na segao 3. Neste caso, o fator de decaimento \; é tratado como um
quarto fator latente e é estimado simultaneamente com os demais fatores. A
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figura 3 apresenta o fator comum de volatilidade estocastica estimada. Pode-se
observar que a volatilidade comum é especialmente alta no segundo semestre de
2008, periodo que coincide com a fase mais aguda da crise financeira interna-
cional. O componente de volatilidade estocéstica estimado mostra a capacidade
do modelo em capturar a heterocedasticidade condicional existente nas taxas
de juros, identificando os momentos de mudancas, como inversoes de formato,
por exemplo, ocorridas no final de 2006 e no ultimo trimestre de 2008, periodos
caracterizados por mudangas nos rumos da politica monetaria.

Figura 3: Volatilidade Variante no Tempo.
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Volatilidade do modelo com componente comum de volatilidade estocéstica e pesos
dos fatores variando no tempo.

A tabela 5 traz estatisticas dos erros de medida para o modelo com com-
ponente comum de volatilidade estocéstica e A\; variando no tempo. Quando
comparado com a especificagdo anterior, que nao considerava heterocedastici-
dade condicional nos erros de medida. A melhora no ajuste para as maturidades
mais longas reflete a presenca de volatilidade condicional, principalmente nas
taxas de juros para prazos mais longos.

A seguir apresentamos resultados da estimacao do modelo considerando het-
erocedasticidade condicional nos fatores latentes de Nelson e Siegel e nos erros de
medida. Nesta especificacao, tanto a volatilidade dos fatores como o paradmetro
de decaimento )\; sdo tratatos como variantes no tempo. A figura 4 apresenta
as estimativas dos fatores, (81, B2, f2) e A, que é tratado como um quarto fator
latente. Neste caso foi considerada uma especificacdo diagonal para a equagao
de transi¢ao que modela a dindmica dos fatores, sendo a dindmica do A\; modela
por um AR(1).

Ao incluir um fator de volatilidade especifico para cada fator latente, a per-
sisténcia exibida pelos fatores latentes reduz significativamente, conforme pode
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Figura 4: Estimativas dos Fatores Latentes e Fator de Decaimento - (f1, B2, BzeA:) -
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Estimativas dos fatores obtidas com especificagdo diagonal para matriz da equagéo
de transi¢ao e AR(1) para o fator de peso.
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Tabela 5: Medidas de Ajuste da curva de Juros in-sample (Jan-06 a Fev-09).
Maturidade ME RMSE MAE MPE MAPE ACF1

1 0.0019 0.0067 0.0047 1.3454 3.5182 0.2459
2 0.0018 0.0061 0.0045 1.1712 3.3533 0.7794
3 0.0014 0.0055 0.0041 0.9088 3.0897 0.8117
4 0.0009 0.0045 0.0032 0.6578 24134 0.771
6 0.0004 0.0026 0.0016  0.322 1.2154 0.5771
9 0.0003 0.0019 0.0014 0.2186 1.0575 0.5091
12 0.0004 0.0019 0.0014 0.2537 1.0829 0.7425
15 0.0006  0.002 0.0015 0.3479 1.0947 0.9269
18 0.0005 0.0019 0.0015 0.2985 1.1135 0.981
24 0.0002 0.0017 0.0013 0.0779  0.961 0.8621
27 0.0002 0.0017 0.0011 -0.1896 0.8147 0.6102
29 0.0006  0.002 0.0014 -0.4801 1.0768 0.4604
31 0.0009 0.0024 0.0018 -0.7042 1.3644 0.4285
33 0.0011 0.0027 0.0021 -0.8571 1.5551  0.424
TOTAL 0.0004 0.0036 0.0022 0.2408 1.6936 0.6345

Nota: Especificagao com componente comum de volatilidade estocéstica
e \; variando no tempo.

ser obserbado na tabela 6, que mostra intervalos de confianga para os parametros
estimados do modelo com componentes de volatilidade estocastica, especificado
pelas equagbes (2, 3 e 17). Ja o parAmetro \; apresenta persisténcia consid-
eravel, com coeficiente autoregressivo médio de 0.64.

As estimativas dos parametros relativos & dindmica dos fatores de volatili-
dade estocéstica sao apresentados nas duas ultimas colunas da tabela 6. No6s en-
contramos significante evidéncias de forte autocorrelacoes nos fatores de volatili-
dade, com coeficientes autoregressivos para dindmica dos componentes de volatil-
idade para o nivel, inclinagao e curvatura em média 0.977, 0.995 e 0.994, respec-
tivamente. Diferentemente dos fatores latentes, os processos de volatilidade
estocéstica apresentam elevada persisténcia. A evolucdo dos fatores de volatili-
dade é apresentada na figura 5. O fator nivel apresenta padrao mais elevado de
variagoes na volatilidade.

Intervalos de confianca para os parametros do processo de volatilidade es-
tocastica dos erros de medida sao apresentados na tabela 7.

Na tabela 8 apresentamos estatisticas referentes ao ajuste do modelo es-
timado com a especificagao mais geral proposta aqui, que trata os pesos dos
fatores como variantes no tempo, volatilidade estocastica nos erros de medida
e componente de volatilidade especifico para cada fator latente. Os resultados
mostram que a extensao do modelo melhora significativamente a capacidade de
ajuste, principalmente para as maturidades mais curtas, onde supera todas as
especificacoes mais basicas. Quando comparado com a especificagao com com-
ponente comum de volatilidade estocastica, esta versao do modelo apresenta
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Tabela 6: Intervalos de Confianga dos Parametros a 95% - ® e &,
Fatores Latentes Fatores de Volatilidade

K ¢ 1y ¢,
[31(_025) 0.1766975 0.1096750 -14.19452  0.9628975

Biso)  0.1858774  0.15298467 -13.40192  0.9774741
Bicorsy 0.1956050  0.1944075 -13.19515  0.999200

Ba(ozs) -0.0876405 0.07427575 -12.37183  0.9865950
Bacsoy  -0.0811913  0.14051617 -10.64274  0.9952372
Baorsy -0.0744380  0.2024050  -10.56680  0.999800

Ba(ozs) 0.07477875 0.07177125 -11.33084  0.9845000
Bacso)  0.08151998  0.13685784 -10.67576  0.9943536
Bacors) 0.08817710  0.2026050 -10.47721  0.9998000

M(ozs)  0.0057788  0.5646200
M(so)  0.0084367  0.6373952
M(ors)  0.0111503  0.7005025

Tabela 7: Intervalos de Confianga dos Parametros a 95% - oy
IC.025y  1Cws50  1C0.975)
Lo -19.71950  -18.34460 -17.33550
¢ 0.9923000 0.9967133 0.997500

Intervalos de confianca para os parametros da volatilidade estocéstica dos
erros de medida.
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Figura 5: Estimativas dos Fatores de Volatilidade - (03,,08,,08;).

Estimativas dos fatores dos fatores de volatilidade estocastica obtidas com
especificagao diagonal para <I>§ (equagao 17).

22



melhor desempenho para algumas maturidades, principalmente as mais curtas,
e é superada em outras.

Tabela 8: Medidas de Ajuste da curva de Juros in-sample (Jan-06 a Fev-09).
Maturidade @~ ME  RMSE MAE MPE MAPE ACF1

1 0.0015 0.006 0.0043 1.1093 3.2918 0.1916
2 0.0015 0.0056 0.0043 1.0681 3.2743  0.744
3 0.0012 0.0053 0.004 0.8417 3.1328 0.7804
4 0.0008 0.0045 0.0032 0.6052 2.5136 0.7372
6 0.0003 0.0027 0.0017 0.2841 1.3604 0.5638
9 0.0002 0.0021 0.0015 0.1882 1.1713 0.5268
12 0.0003 0.0019 0.0014 0.2301 1.1249 0.7345
15 0.0005 0.002 0.0014 0.328 1.0749  0.9217
18 0.0004 0.0019 0.0014 0.2811 1.1197 0.9803
24 0.0001 0.0017 0.0013 0.0619 1.0613 0.8484
27 0.0002 0.0019 0.0012 -0.2019 0.9408 0.6298
29 0.0006 0.0023 0.0015 -0.4878 1.1688 0.5076
31 0.0009 0.0027 0.0019 -0.7082 1.4701 0.4713
33 0.0011 0.0029 0.0021 -0.8576 1.6628 0.4579
TOTAL 0.0003 0.0034 0.0022 0.1959 1.7405 0.6135

Nota: Especificagao com volatilidade estocastica nos fatores e \; variando
no tempo.

Portanto, podemos concluir que as extensoes do modelo contribuem sig-
nificativamente para melhorar a capacidade de ajuste do modelo de Nelson e
Siegel na formulagdo proposta por Diebold and Li (2006). A extensdo que
trata o pardmetro A\; como variante no tempo, e componentes de volatilidade
estocéstica para cada fator foi a que apresentou os ganhos mais significantes,
encorajando seu uso por participantes do mercado tanto na modelagem de risco
e precificagao de derivativos de renda fixa, ou como instrumento auxiliar para
formuladores de politicas monetéarias.

5. Conclusao

Neste artigo implementamos duas extensoes para o modelo da estrutura a
termo de Nelson e Siegel na formulagao proposta por Diebold and Li (2006).
Usando dados de contratos DI-futuro negociados na BM&F nos estimamos o
modelo de Nelson e Siegel com pesos dos fatores e volatilidade variando no
tempo. Na primeira especificacao seguimos a estrutura proposta por Koopman
et al. (2010), impondo um componente comum de volatilidade estocéstica para
os erros de medida que é modelado por um processo de volatilidade estocéstica.
No segundo caso nos ampliamos a formulagdo apresentada por Haustsch and Ou
(2009) e propomos modelar diretamente a volatilidade estocéstica dos fatores
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latentes de Nelson e Siegel, tratando os pesos dos fatores como variantes no
tempo. Esta estrutura permite capturar a volatilidade da curva de juros de
uma forma flexivel e ainda parsimoniosa. O modelo é representado no formato
de espagos de estados, com os fatores na equacao de transicao apresentando
volatilidade estocéastica, e os proprios componentes de volatilidade estocastica
seguindo um processo latente dindAmico. Uma vez que o modelo é nao linear,
nos propomos o uso de inferéncia bayesiana, com base em MCMC, para estimar
o modelo de Nelson e Siegel com volatilidade estocastica.

Os resultados de nossa estimacao fornecem evidéncias para distintas volatil-
idades estocasticas variantes no tempo para os fatores da curva de juros. Em
particular, o fator nivel é o que mais contribui para a volatilidade da curva de ju-
ros. Analisando a qualidade do ajuste obtida com o modelo, n6s mostramos que
a inclusao de volatildade estocéstica ao modelo melhora seu poder explicativo.

Na especificagao com fator comum de volatilidade, porposta por Koopman
et al. (2010), este fator pode ser interpretado como como a volatilidade de um
titulo base de um portfolio, na forma de um modelo GARCH como em Engle
et al. (1990) e Engle and Ng (1993). Tal especificagdo nao permite diferentes
volatilidades nas taxas de juros individuais. Ja com a especificagao proposta
aqui, o fator de volatilidade associado ao nivel da curva de juros ht’B ', é um
componente de varidncia comum no sentido do fator de volatilidade conjunta
em Koopman et al. (2010) e pode ser visto como uma proxy implicita para
a volatilidade de um titulo do mercado como usado em Engle et al. (1990). O
fator de volatilidade hf ? captura as variagoes ao longo do tempo no spread entre
as taxas para maturidades longas e curtas, e é intepretado como a volatildade
da inclinacao. Similarmente, hf % ¢ a volatilidade de um portfélio de titulos
com maturidades intermediérias, e assim captura a incerteza associada com a a
curvatura da curva de juros.

Aplicando o modelo para dados dos contratos de DI-futuro negocidados na
BM&F nos achamos fortes evidéncias para volatilidade variante no tempo nas
taxas de juros, com os fatores de volatilidade apresentado elevada persisténcia.
Ao comparar os resultados do ajuste da curva de juros para as especificagoes
consideradas, fica claro que a inclusao da volatilidade estocastica no nivel, in-
clinagao e curvatura, ou via componente comum, melhora significativamente o
ajuste quando comparado com as especificagdes bésicas. A versdo original do
modelo proposta por Diebold and Li (2006), ajusta melhora para as maturi-
dades mais curtas (1 e 2 meses). Ja as especificagdes do modelo que incluem
componente comum de volatilidade, ou que trata individualmente a volatilidade
dos fatores latentes mostram-se superiores as demais, apresentando melhores
critérios de ajuste para todas as maturidades analisadas. Sendo que para as
maturidades mais curtas o modelo com componentes especificos de volatilidade
apresenta melhor ajuste, com a situagao se invertendo para as maturidades mais
longas. Além disso, modelar a volatilidade estocéastica especifica de cada fator
pode propiciar uma informacao importante no calculo de risco de carteiras de
titulo publicos e derivativos. Alternativas a serem abordadas em trabalhos fu-
turos pode ser a inclusao de fatores adicionais para curvatura e inclinagao, como
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proposto por Laurini and Westin (2010), tornando o modelo mais flexivel, e
também podem ser consideradas outras especificagoes para estrutura da volatil-
idade, considerando uma estrutura multivariada ou mudancas de regime.
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